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Résumé

Dans ce travail, nous défendons la thése selon laquelle la statistique bayésienne per-
met le développement et la mise en oeuvre d’outils statistiques adaptés et opérationnels
pour l'analyse de la non-stationnarité dans les séries temporelles hydrométéorologiques.
Nous proposons d’abord des modeéles unidimensionels de rupture & base de lois a priori
conjuguées. Nous montrons que ’approche bayésienne permet de caractériser non seule-
ment le changement mais aussi le développement d une procédure de détection de rupture
en ayant recours aux facteurs de Bayes. Ensuite, ces modeéles locaux sont généralisés au
cas multisite en considérant un modéle & structure hiérarchique dans lequel est introduit
un effet aléatoire temporel.- Ce modéle & trois niveaux avec variables latentes permet de
prendre en compte une partie des corrélations spatiales entre les observations tout en
laissant la liberté & ’instant de rupture de varier d’un site & I’autre. De structure plus
complexe, la mise en oeuvre de ce modeéle fait intervenir I’échantillonnage de Gibbs, outil
de simulation Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC).

L’ensemble des modéles présentés dans cette thése sont appliqués & des séries hydrolo-
giques québécoises. Ces applications permettent d’attirer 1’attention des hydrologues sur la
possibilité qu'un changement soit survenu au Québec et donc sur la nécessité de s’adapter
& ce nouveau contexte. C’est pourquoi nous présentons aussi une illustration de I’approche
bayésienne décisionnelle pour le choix du débit d’équipement d’une centrale hydroélec-
trique sous incertitude de rupture. Non seulement les incertitudes des parameétres et des
hypothéses des modeles sont prises en compte, mais aussi les conséquences des actions
possibles au travers d’une fonction de cott réaliste établie avec des hydrologues experts.
Ces expérimentations ont montré la souplesse et la portée des techniques présentées dans
cette these.

Mots clés: Rupture, changement climatique, statistique bayésienne, hydrologie, analyse
décisionnnelle, modeéle hiérarchique, variable latente, échantillonnage de Gibbs.
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Chapitre 1

Introduction

L’eau constitue une ressource énergétique majeure pour ’économie du Québec et de
la France. L’énergie produite au Québec est environ & 95% d’origine hydroélectrique;
en France, 75% de ’électricité est d’origine nucléaire, mais le turbinage hydroélectrique
confére au systéme 'indispensable souplesse pour s’adapter aux variations de la demande.
Sous effet de facteurs naturels et socio-économiques (évolution climatique, augmentation
de la demande, contraintes économiques et environnementales, déréglementation des mar-
chés de D’énergie, etc.) cette ressource devient rare et onéreuse. Une gestion efficace repré-

- sente donc des enjeux considérables. Elle requiert toutefois une connaissance adéquate des
observations hydrométéorologiques, notamment en ce qui concerne le caractére incertain
de leur évolution temporelle. Ces données et les modéles qui les représentent conditionnent
le processus décisionnel. Actuellement, ce type d’incertitude n’est pas considéré de maniére
rigoureuse dans le processus décisionnel pour I’aménagement de structures hydrauliques
et la gestion des réserves déja constituées: on fait généralement I’hypothése que la struc-
ture des aléas d’aujourd’hui reste la méme que celle d’hier. En effet, les hydrologues, qui
interviennent & titre de conseil en matiére de risque auprés du gestionnaire, s’appuient
souvent sur des outils statistiques conventionnels qui supposent la stationnarité des séries
de débits. Or, de nombreuses études récentes concluent de maniére convergente 4 ’exis-
tence de changements climatiques qui peuvent avoir un impact sur la disponibilité de la
ressource en eau.

Nous nous intéressons au cas particulier d’un seul changement dans les paramétres
de la distribution de débits annuels qui survient subitement & un instant inconnu. Cette
theése, essentiellement méthodologique, a pour objet de développer des outils statistiques
afin de quantifier I'incertitude de changement dans la structure aléatoire des séries de dé-
bits annuels et de démontrer leur intérét opérationnel dans un contexte décisionnel. Pour
ce faire, nous adoptons 1’approche bayésienne. Nous verrons que la statistique bayésienne,
avec l’échantillonnage de Gibbs, permet de résoudre les difficultés associées & l'estima-
tion des paramétres de modeéles de changement et & la détection de ruptures. De plus,
nous montrons que les résultats obtenus peuvent ensuite &tre intégrés dans le processus
décisionnel et conduire ainsi au développement d’une approche rationnelle compléte pour
tenir compte de I'effet des incertitudes de rupture lors de la prise de décision.
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La suite de ce document est divisée en cinq chapitres. Le Chapitre 2 a pour objet
de donner les premiers éléments de formalisation de la question de recherche. On verra
que cette derniére se situe & la frontiére de la statistique mathématique et de ’hydrologie
opérationnelle et qu’elle est issue de l'insuffisance des méthodes employées actuellement
par I’hydrologue pour analyser la non-stationnarité des séries hydrométéorologiques.

Le Chapitre 3 établit dans un premier temps le cadre statistique de la thése. On y
décrit le modele général ainsi que les hypothéses sous-jacentes. Nous faisons également une
revue de synthése des principaux acquis concernant I’analyse bayésienne d’une rupture
dans une seule séquence de variables aléatoires. Nous décrivons ensuite la mise en oeuvre
de ’analyse bayésienne et I'illustrons en considérant deux types de changement dans une
séquence de variables aléatoires indépendantes et distribuées selon une loi normale. Il
s'agit de la rupture simultanée en moyenne et en variance (modeéle M) et de la rupture
en variance seulement (modeéle My). Le premier modéle permet une dérivation analytique
des lois a posteriori si 'on considére des lois a priori conjuguées. Le second, par contre,
n’admet pas de solution explicite. Nous montrons que 1’échantillonnage de Gibbs est
particuliérement adapté pour résoudre ce type de probléme.

Dans le Chapitre 4, nous mettons en doute le fait qu’une seule configuration de chan-
gement peut survenir dans une série d’observations hydrométéorologiques. On y développe
une procédure permettant de tester ’existence d’un changement et, le cas échéant, d’en
identifier le type. Notre approche repose sur la sélection bayésienne de modeles. Pour
illustrer la méthode, nous confrontons les deux modéles de changement de variance avec
le seul modéle actuellement considéré en hydrologie (la rupture en moyenne, modéle M; )’
et Phypothése de stationnarité (modéle My). Les développements théoriques présentés
dans les chapitres 3 et 4 ont fait I’objet de publications scientifiques. Ainsi, nous insistons
seulement sur les aspects conceptuels et sur les principaux résultats des applications. Le
lecteur intéressé par les détails techniques est invité & consulter les articles I et II qui se
trouvent en Annexe A et B de la these.

Au Chapitre 5, nous proposons trois modéles multidimensionnels permettant I’ana-
lyse régionale multisite d’une rupture. Le premier modéle (modéle MM;) suppose que le
changement survient simultanément pour l'ensemble des séries. Il s’agit d’une simple gé-
néralisation du modele M;, et seuls les idées essentielles et les principaux résultats y sont
présentés. Les détails sont décrits dans un article publié qui figure en Annexe E (Article
III). Les deux autres modéles régionaux (modéles MM, et MMs3), moins restrictifs et plus
réalistes, supposent que la date de rupture varie d'une série & 'autre. De structures plus
complexes, ces modeles hiérarchiques ne permettent pas d’évaluer explicitement les dis-
tributions a posteriori des paramétres. Nous avons donc recours & l’échantillonnage de
Gibbs.

Au Chapitre 6, nous adoptons le point de vue du gestionnaire en montrant comment
les procédures statistiques proposées peuvent étre utiles pour la planification d™un projet
hydroélectrique. Le cas d’étude considéré est le probléme de I’aménagement d’une centrale
hydroélectrique d’Hydro-Québec. Il s’agit de la centrale de Toulnustouc dont la construc-
tion devrait débuter en 2002. Enfin, dans le dernier chapitre, nous présentons la synthese
des principaux résultats, nous discutons des limites d’application de nos méthodes et



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

explorons certaines pistes de recherche qui nous apparaissent prometteuses.






Chapitre 2

Et si les régimes hydrologiques
étaient en cours de changements?

L’insuffisance des méthodes statistiques employées actuellement par I’hydrologue pour
mettre en évidence et caractériser la non-stationnarité des séries hydrométéorologiques
a motivé ma question de recherche. En effet, ’hydrologue ne peut alors fournir au ges-
tionnaire tous les éléments rationnels nécessaires a la prise en compte, lors du processus
décisionnel, d’'un éventuel changement de régime dans les observations. Ma problématique
de recherche se situe donc & I'interface de la statistique mathématique et de I’hydrologie
opérationnelle. Ce chapitre en donne les premiers éléments de formalisation.

2.1 Les phénoménes hydrométéorologiques peuvent
étre non stationnaires

Jusqu’a ce jour aucun consensus ne s’est dégagé au sein de la communauté scientifique
concernant l'origine de changements dans la moyenne de séries hydrométéorologiques.
Néanmoins, de nombreuses études tendent & démontrer leur existence. Dans la littérature
hydrologique, les types de changements de moyenne observés dans les séries peuvent étre
classés en deux grandes catégories: les ruptures et les tendances.

Définition 1 Au sens large, le terme de « rupture » correspond & une modification dans
les propriétés d’un processus aléatoire qui survient subitement a [’échelle de la période
d’échantillonnage, étant entendu que ces propriétés demeurent stables de part et d’autre
de l'année de rupture.

Définition 2 Le terme « tendance » fait référence au changement dans les propriétés
d’un processus aléatoire qui survient graduellement & I’échelle de la période d’échantillon-
nage.

Les études de non-stationnarité les plus connues en hydrologie concernent les séquences

de données africaines, comme la série du débit annuel du Nil en amont du barrage d’As-
souan. A notre connaissance, Cobb (1978) a été le premier & diagnostiquer une rupture
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de la moyenne de ces observations survenant en 1898. Puisque le barrage Assouan a été
mis en service en 1902, cet auteur a suggéré que la rupture serait davantage due & un
changement de climat qu’a effet de la mise en place de la structure hydraulique. La
Figure 2.1 présente les débits annuels du Nil pour la période allant de 1871 & 1970.
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FI1G. 2.1 — Débits annuels du Nil en m3/s

Les niveaux mensuels du lac Victoria (Figure 2.2) ont eux aussi suscité de nombreuses
interrogations.
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FiG. 2.2 — Niveauz moyens annuels du lac Victoria en métres

La polémique entourant la hausse brutale du niveau moyen du lac Victoria au début des
années 60 est revenue 4 ’ordre du jour récemment. En effet, cette rupture dans les réserves
du lac Victoria, étudiée notamment par Kite (1981) et Piper et al. (1986), est maintenant
au centre d’un débat concernant I’ajout d’équipement de production hydroélectrique a



CHAPITRE 2. ET SI LES REGIMES HYDROLOGIQUES ETAIENT EN COURS DE CHANGEMENTS? 7

son embouchure & Owens Falls. Alors que de part et d’autre de la date de changement la
moyenne des débits du Nil demeure relativement stable, il semble qu’aprés la rupture de
régime la moyenne des niveaux annuels du lac Victoria décroisse linéairement. On aurait
donc ici une combinaison des deux types de changements: une rupture & la hausse suivie
d’une tendance & la baisse.

Enfin, I’étude de la stationnarité des séries hydrométéorologiques africaines a permis
d’évaluer les caractéristiques de la grande sécheresse qui affecte I’ Afrique de I’Ouest depuis
la fin des années 60. Les premiers travaux utilisant ces données ont été menés par Hubert
et Carbonnel (1987) et Hubert et al. (1989). La Figure 2.3 présente trois séries types de
précipitations et de débits pour des sites de la région Sahélienne. On remarque que toutes
les séquences montrent une baisse marquée du niveau moyen annuel 4 la fin des années
60. Par contre, contrairement aux précipitations & Dedougou, les séries de débits, et plus
particuliérement celle du Niger, semblent admettre plus d’une rupture. Récemment, Servat
et al. (1997) et Paturel et al. (1997) ont étendu cette étude en y incorporant plusieurs
séries d’Afrique Centrale.

De nombreux auteurs ont mis en évidence des ruptures dans les séries hydrométéorolo-
giques dans d’autres régions du globe. Yamamoto et al. (1985), par exemple, ont identifié
un changement aux alentours de 1950 dans des séries de températures au Japon. On re-
trouve aussi une rupture & la méme date dans les régions arctiques (Kelly et al. (1982)).
En Europe, Carbonnel et Hubert (1994) se sont intéressés aux séries pluviométriques rou-
maines et bulgares pour lesquelles une baisse de moyenne au début des années 80 serait
survenue.

En Amérique du nord, ce sont les séries de précipitations, de débits et de niveaux
des Grands Lacs qui ont suscité les études et les débats les plus importants concernant
les changements depuis plus d’une décennie (Slivitzky et Mathier (1994), Chao et Hobbs
(1997), Venkatesh et Hobbs (1999), Perreault et al. (1999)). La Figure 2.4 montre &
titre d’exemple P’évolution des précipitations annuelles des lacs Ontario et Erié depuis le
début du siécle. Les précipitations sur ces deux lacs semblent admettre non seulement une
rupture de moyenne au début des années 70, mais peut-étre aussi une augmentation de la
variabilité depuis le milieu des années 20. Remarquons que la rupture de moyenne n’est
pas aussi marquée que celle observée dans les séries africaines, & cause de la variabilité
plus importante de ces observations.

Récemment, Vintérét pour les problémes de non-stationnarité des séries hydrométéo-
rologiques a pris de Pampleur 4 la suite de la parution du rapport de la seconde commis-
sion intergouvernementale sur les changements climatiques (Intergovernmental Panel on
Climate Change, IPCC-95, Houghton et al. (1996)). Contrairement & la premiére réunion
scientifique de 1990 (IPCC-90, Houghton et al. (1990)), & I'issue de laquelle la commission
avait émis des doutes quant & l'existence de changements climatiques, le compte rendu
IPCC-95 conclut que la Terre subit un réchauffement continu depuis la fin du 19¢me siécle
ainsi qu’une augmentation globale de précipitations d’environ 1%. Partant, de nombreux
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FiG. 2.3 — Précipitations (mm) et débits ( m®/s) annuels pour divers sites sahéliens: (a)
station Dedougou, (b) fleuve Niger, (c) fleuve Sénégal
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F1G. 2.4 — Précipitations (mm) annuelles pour les lacs (a) Ontario et (b) Erié

hydrologues se sont intéressés & I’analyse des changements dans les séries hydrométéorolo-
giques. Citons en particulier Kiely (1999) qui a analysé un ensemble de séries irlandaises
de débits et de précipitations. Il a identifi¢ une tendance & la hausse qui se serait amorcée
au milieu des années 70, et voit en ce phénoméne les conséquences d’un changement de cli-
mat. C’est en reliant ses constatations & ’'augmentation du niveau de 'indice d’oscillation
Atlantique Nord (NAO), survenu aussi vers la fin des années 70 (Figure 2.5), que Kiely
(1999) conclut & un changement climatique. Selon plusieurs climatologues, Poscillation
Atlantique Nord est un des facteurs prépondérant de variation climatique dans les régions
comme ITrlande, situées dans ’hémisphére nord (Kushnir (1999), Greatbatch (2000)).
Ce phénoméne est dfi aux variations des champs de pression atmosphérique provoquées
par la présence d’un anticyclone dans la région des Agores et d'un systéme dépression-
naire prés de I’Islande. L'amplitude de l'oscillation Atlantique Nord est évaluée & partir
d’indices construits en considérant la différence entre séries normalisées de pressions a
deux stations: 'une située en Islande et autre dans la zone des hautes pressions (Acores
ou Lisbonne). Une valeur trés positive des indicateurs NAO correspondrait & ’entrée de
masses d’air humide et tempérée sur 'Europe du nord. En Amérique du nord, & I'inverse,
une telle valeur serait associée & un climat froid et sec (Hurrell (1995), Hurrell et van

Loon (1997)).
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F16. 2.5 — Valeur de l’indice NAO pour le mois de mars, de 1940 & 1995 (Kiely, 1999)

Certaines séries de débits annuels & des stations canadiennes situées au nord-est du
pays présentent une baisse marquée dans leur débit annuel vers 1984, qui pourrait résulter
de 'augmentation du NAO (Rasmussen et al. (1999)). A I’examen de la Figure 2.5, on
remarque que depuis le milieu des années 70 les valeurs de NAO du mois de mars (I'inten-
sité du phénomene est particuliérement prononcée de janvier & mars) sont presque toutes
positives. La Figure 2.6 présente le tracé des apports naturels annuels de 1950 & 1997
observés & Churchill Falls. Ce site se trouve au Labrador dans la province de Terre-Neuve.
On remarque effectivement une baisse du niveau moyen des apports annuels vers le début
des années 80. Cette baisse d’hydraulicité semble aussi accompagnée d’une diminution de
la variabilité.
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FI1G. 2.6 — Apports naturels annuels (m3/s) observés & Churchill Falls

Le caractére aléatoire des données de débit est lié & la variabilité fondamentale de ’en-
semble des facteurs naturels (pluie, température, couvert du sol, etc.). Par conséquent,
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ce qui peut nous sembler un changement de régime pourrait trés bien n’étre que le ré-
sultat d’une simple variabilité naturelle. Toutefois, compte tenu des nombreuses études
sur les changements climatiques et du fait que les activités humaines peuvent modifier
I’écoulement, force est d’accepter ’éventualité que les données récentes ne s’inscrivent pas
dans la continuité des précédentes. Si les causes premiéres d’apparition de tels change-
ments structurels demeurent a 'heure actuelle encore insuffisamment expliquées et sujet
& controverses, ces phénomeénes, s’ils sont présents, peuvent avoir des conséquences impor-
tantes sur la disponibilité de ’eau, et donc sur la gestion de cette ressource. Les différents
intervenants dans le processus décisionnel pour 'aménagement hydroélectrique, notam-
ment les gestionnaires et les hydrologues, doivent alors s’adapter & ce nouveau contexte.

2.2 Le gestionnaire doit prendre ses décisions dans
un contexte risqué

Dans un contexte simple et sans incertitude, les décisions rationnelles s’imposent
d’elles-mémes, le meilleur outil d’aide & la décision étant alors le bon sens commun.
Toutefois, la décision environnementale, et particuliérement en gestion de la ressource
en eau, n’est jamais aussi simple (Bernier et al. (2000)). D’abord, parce qu’il n’y a rare-
ment qu'un seul décideur. Le probléme a résoudre intégre donc nécessairement les dimen-
sions multiples des divers enjeux et des points de vue contradictoires. Ensuite, et surtout,
puisque les ressources hydriques sont soumises & P’effet de divers facteurs naturels (aléas
climatiques, etc.) et anthropiques (aménagements du territoire, déforestation, etc.), la
décision se fonde souvent en hydrologie, plus que dans d’autres domaines, sur des faits in-
certains. Enfin, les données hydrométéorologiques dont dépendent les décisions sont rares,
elles sont souvent entachées d’erreurs de mesure et sont parfois méme reconstituées.

Le gestionnaire en ressource en eau doit prendre de nombreuses décisions dont les
conséquences sont conditionnées par l'information disponible au moment d’arréter son
choix. En matiere d’aménagement hydroélectrique, de planification énergétique et de
construction d’ouvrages de protection contre les crues, les choix reposent principalement
sur les séries d’observations de débit.

Exemple 1 L’aménagement d’une centrale. Schématiquement, on peut considérer
que le dimensionnement d’une centrale hydroélectrique consiste & choisir un type d’amé-
nagement d (la décision) parmi un ensemble d’alternatives. Le gestionnaire doit d’abord
supporter un cott total d’investissement, qui ne dépend que de d. Par conitre, les reve-
nus anticipés pour un type d’aménagement donné dépendront aussi de caractéristiques du
régime hydraulique réel de la riviére, comme la quantité d’eau turbinable au cours de la
durée de Uinstallation. Cette quantité est mal connue car elle est liée a la variabilité du
phénomene des pluies et & celle du climat. Souvent, le décideur fize son choiz en fonction
du débit annuel moyen calculé sur tout ’historique.

Exemple 2 La planification énergétique a Hydro-Québec. Hydro-Québec est une
entreprise de service public qui produit presque toute l’électricité consommée au Québec.
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De plus, la société d’Etat vend de l’énergie & d’autres compagnies électriques du Canada
et du nord-est des Etats-Unis. Dans un but de planification, Hydro-Québec présente pé-
riodiquement un plan de développement de ses activités pour les diz années a venir. Ce
plan est réactualisé tous les trois ans. Cet exrercice repose sur une analyse détaillée de
Uévolution du contezte économique et énergétique. Il permet, en particulier, d’établir les
politiques de développement & court, moyen et long termes qu’adopte Uentreprise (plani-
fication de sa production hydroélectrique, planification de ses équipements, stratégies de
développement des marchés externes). Le potentiel hydroélectrique du Québec, actuelle-
ment aménagé, repose sur les réserves hydrauliques emmagasinées dans les réservoirs de
huit grands complezes : Outaouais, Saint-Maurice, Aux Outardes, Manicouagan, Bersimis,
Saint-Laurent, La Grande et Churchill-Falls. Pour chacun de ces complexes, les apports
énergétiques annuels sont évalués. Ils sont fonction des apports naturels de chacun des
réservoirs et de la capacité de production des centrales hydroélectriques. Certaines carac-
téristiques statistiques issues de ces séries d’apports énergétiques (moyennes, écarts-types,
etc.) sont utilisées comme intrants dans des modéles de planification. Ces modéles sont
employés, notamment, pour l’optimisation de l’utilisation de I’énergie a long terme, le
chargement optimal des centrales et la mise en place de nouveaux équipements.

Exemple 3 La construction d’une digue. Le gestionnaire doit dimensionner une
digue en choisissant sa hauteur. S’il construit cette digue pour une hauteur h, le ges-
tionnaire doit supporter un codt d’investissement. Par ailleurs, celui-ci voudra éviter
tout dommage résultant d’un éventuel débordement. Pour chaque crue survenant apres la
construction et dépassant la hauteur h, il admet alors un dommage fonction du déborde-
ment, c’est-a-dire de ’écart entre lintensité de cette crue et h. Pour construire une digue,
il est d’usage d’estimer une crue de conception, c’est-a-dire le débit mazimum annuel de
faible probabilité au dépassement (par exemple, la crue centennale: celle qui survient en
moyenne 1 fois sur 100), et de choisir la hauteur en fonction de cette valeur. Les données
de références sont alors les débits mazimums annuels historiques.

Comme dans les exemples 1 et 3, le probléme décisionnel est souvent ramené & un
probléeme d’estimation statistique qui fait intervenir un ou plusieurs échantillons de dé-
bits historiques. Ces données sont soumises non seulement & ’aléa naturel (fluctuation
du débit annuel due a la variabilité des pluies), mais aussi & ’aléa structurel, c’est-a-dire
3 une modification de leur structure aléatoire (baisse du niveau moyen des débits & la
suite d’un changement climatique). Divers exemples ont été présentés & la Section 2.1.
Au Québec, notamment, une partie du territoire a connu plusieurs années de précipita-
tions déficitaires, entrainant ainsi une baisse du niveau des débits depuis 1983 (Figure
2.6). Cette baisse d’hydraulicité est-elle structurelle ou conjoncturelle? Quel est I'effet
des incertitudes portant sur cette baisse d’hydraulicité sur 'aménagement optimal d’une
centrale hydroélectrique? Serait-il plus rationnel d’évaluer P’apport énergétique moyen
seulement & partir des observations de 1983 & nos jour, c’est-&-dire en considérant une
information plus restreinte mais peut-étre plus représentative de I’état actuel du systéme?
Si dans certaines régions du globe la variabilité des débits semble avoir augmenté¢, est-ce
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indicatif d’une plus forte occurrence des phénomeénes extrémes? Quel en est 'impact sur
le choix optimal d’une hauteur de digue?

Ces trois exemples, quoique schématiques, illustrent bien toutes les difficultés du choix
rationnel de décision, notamment la nécessaire prise en compte des effets des incertitudes
structurelles sur ce choix. Aussi, le décideur en sciences de 1’eau est-il forcément amené
a prendre ses décisions en contexte risqué, c’est-a-dire & faire un pari. Or, trés souvent
pour un gestionnaire, la notion de risque est principalement associée a la seule intensité
des conséquences dommageables éventuelles des différentes décisions qu’il doit prendre,
sans référence & la notion de probabilité d’occurrence d’événements préjudiciables. Il pré-
suppose généralement qu’il existe une solution hydrologique parfaitement déterministe
et s’en remet & l'ingénieur-hydrologue, détenteur des informations et des connaissances
techniques.

2.3 L’hydrologue est démuni face & I’incertitude de
changement

L’ingénieur-hydrologue intervient directement en tant que conseil en matiére de risque
auprés du décideur. Il est amené & formuler certaines hypothéses pour représenter les dif-
férents types d’aléas, & les communiquer et 3 réaliser ou 4 faire exécuter ensuite les calculs
d’estimation sur la base desquels le décideur régle son action. L'ingénieur-hydrologue n’a
souvent qu’une culture limitée de la formalisation probabiliste nécessaire & la représen-
tation des incertitudes. C’est pourquoi il se référe généralement aux outils statistiques
traditionnels disponibles dans les logiciels standards. Or, I’hypothése de stationnarité,
c’est-a-dire que les observations sont identiquement distribuées, est pratiquement omni-
présente dans ces méthodes usuelles. La plupart des hydrologues sont démunis face &
'incertitude structurelle dans les séries de débit. Ne disposant pas d’outil adéquat pour
analyser la non-stationnarité, ils se doivent actuellement d’accepter indtiment ’hypothése
de stationnarité et produire des modeéles éventuellement biaisés ou de rejeter celle-ci et
proner I'empirisme.

L’hypothése de stationnarité est souvent acceptée par facilité

Méme si ’hypothése de stabilité des caractéristiques statistiques des séries hydrome-
téorologiques ne semble pas toujours réaliste aux yeux d’un nombre grandissant d’hydro-
logues, ce postulat reste pourtant omniprésent lors de I'analyse statistique des séries de
débit. Par exemple, le choix du débit d’équipement et des dimensions de la galerie d’ame-
née de la centrale Toulnustouc au Québec est fait en fonction du débit moyen annuel (186
m?/s) calculé sur ensemble de I'historique des apports naturels au réservoir Sainte-Anne
(Hydro-Québec (2000)). Aucune étude de sensibilité des choix optimaux vis-a-vis de lin-
certitude structurelle sur cette estimation du débit n’est rapportée dans le document. Or,
ce site du nord-est du Québec pourrait admettre une rupture en moyenne au milieu des
années 80 (Figure 2.7). Méme de faible amplitude, ce changement semble étre réel. En
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effet, de nombreux sites dans la région présentent, & peu prés la méme année, une baisse
du niveau moyen de magnitude non négligeable.

Parce qu'ils sont accessibles et plus simples, des modéles statistiques standards, qui
supposent que les observations récentes s’inscrivent dans la continuité des précédentes,
sont ajustés & des séries temporelles de débits. Les modéles ainsi estimés sont ensuite
employés pour simuler I’exploitation de complexes hydroélectriques (planification éner-
gétique, conception de nouveaux ouvrages, gestion des réservoirs). Or, ne pas considérer
la. possibilité qu’une rupture ou une tendance soit survenue dans 'historique des débits
peut étre lourd de conséquences. Si en réalité les observations admettent un changement
dans leur structure aléatoire, les estimations reposant sur ’hypothése de stationnarité en-
gendreront des conclusions erronées sur le phénoméne étudié. Elles peuvent, par exemple,
conduire au sous-dimensionnement des nouveaux ouvrages hydrauliques et entrainer ainsi
des pertes financiéres importantes, voire des pertes de vies humaines.

L’étude des changements fait souvent ’objet d’une formalisation incorrecte

Nombre d’études sur la non-stationnarité des chroniques de débits emploient des tech-
niques statistiques traditionnelles sans qu’on se soucie des hypothéses sur lesquelles elles
reposent. L’utilisation du test de Student ou de Mann-Withney (Miquel (1984), Bobée
et Ashkar (1991)), par exemple, suppose la connaissance a priori de la date de rupture,
puisqu’il est nécessaire de diviser la série en deux sous-échantillons indépendants. Bien
que ces méthodes soient adéquates pour certains types de changement se produisant &
une date connue, par exemple une rupture induite par une modification d’une méthode
de mesure ou le déplacement d’une jauge, elles ne le sont pas pour étudier un changement
engendré par des facteurs naturels comme un changement climatique. En effet, dans ce
cas, il est impossible d’identifier avec certitude la date de rupture. C’est d’ailleurs I'un des
problémes auxquels les climatologues s’intéressent : ils cherchent & identifier le moment o
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le climat aurait changé et & évaluer I'incertitude qui y est associée (Barnett et al. (1999)).
Si l'instant de changement n’est pas connu, pourquoi ne pas formaliser mathématiquement
cette particularité du probléme et construire un modeéle qui inclut cette incertitude?

Une autre méthode utilisée fréquemment en hydrologie est celle de Hubert et al. (1989).
Ces auteurs ont proposé une procédure originale de segmentation, couplée au test de
Scheffé, pour détecter toutes les ruptures significatives dans une série. Cette méthode a
été employée notamment pour les études concernant les séries africaines (Servat et al.
(1997) et Paturel et al. (1997)) et celles des Grands Lacs (Slivitzky et Mathier (1994)).
L’approche d’Hubert et al. (1989), qui s’apparente & une méthode de classification, repose
implicitement sur un modéle ou le nombre de ruptures est un paramétre inconnu. Or, ces
auteurs ne posent pas le modeéle permettant de représenter cette caractéristique implicite,
et donc d’en quantifier l'incertitude. Sans insister sur les problémes techniques liés &
la conservation du seuil réel global de la procédure (erreur de Type I), que vaut alors
la conclusion selon laquelle cette approche détecte k ruptures si, faute de formalisation
mathématique, on ne peut associer & cette estimation aucune incertitude? Il faudrait au
moins intégrer explicitement dans un modeéle, comme parameétre inconnu, le nombre & de
ruptures. La procédure de Hubert et al. (1989), pourtant fondée sur une idée novatrice,
ne peut &tre utilisée qu’a des fins descriptives et exploratoires.

Enfin, de plus en plus, les gestionnaires responsables acceptent de considérer des scé-
narios réalistes, c’est-a-dire des situations types, pour lesquels il existe un certain nombre
d’actions envisageables. L’estimation du risque lié & chacune d’entre elles permet alors leur
classement, véritable outil d’aide & la décision. Pour simuler le phénoméne, ces scénarios
doivent donc reposer sur un modéle représentatif de la réalité. Or, trop souvent, ’abon-
dance des scénarios masque la pauvreté et le manque de réflexion sur la formalisation du
modéle. Comment quantifier alors le risque?

La méthode de Lee et Heghinian force I’hydrologue a considérer avec certitude
I’existence d’un changement de moyenne

Meéme si la majorité des procédures statistiques employées par les hydrologues sont
des tests paramétriques et non paramétriques qui nécessitent la connaissance a priori de
la date de rupture, il existe néanmoins, dans la littérature hydrologique, quelques études
récentes s’appuyant sur des modéles dont I'un des paramétres inconnus est I'instant de
changement. Par exemple, de nombreux hydrologues ont employé la procédure bayésienne
de Lee et Heghinian (1977). Cette approche repose sur un modéle & une seule rupture
de moyenne survenant & un instant inconnu dans une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et distribuées selon une loi normale. Telle que proposée, la méthode de Lee et
Heghinian permet d’estimer la date de rupture ainsi que son amplitude, conditionnelle-
ment au fait qu'un seul changement de moyenne soit intervenu dans la série. En effet, le
modéle suppose avec certitude I’existence de ce type de rupture. Aussi, dans ce cas, I'hy-
drologue doit-il exclure I’hypothése de stationnarité et de tout autre type de changement.
Est-il prét a rejeter la possibilité qu’en réalité la série soit demeurée stationngire? Qu’en
est-il des autres types de changement, notamment des ruptures en variance? Etant donné
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incertitude sur 'existence et le type de changement, ne faut-il pas intégrer dans I’analyse
diverses alternatives?

Notons que plusieurs auteurs ont employé indGment une approche conditionnelle & une
hypothése de rupture comme celle de Lee et Heghinian (1977) pour tirer des conclusions
sur Pexistence du changement (Bruneau et Rassam (1983), Hubert et Carbonnel (1987),
Rao et Tirtotjondro (1996), Servat et al. (1997), Paturel et al. (1997), Lubés-Niel et al.
(1998), Ouarda et al. (1999)). Certains justifient I’existence d’une rupture en moyenne en
s’appuyant sur le fait que la distribution a posteriori de la date de changement présente
un mode bien isolé et de probabilité relativement forte. D’autres construisent un intervalle
de crédibilité pour I'amplitude de changement et concluent & la présence d’une rupture
si Pintervalle ne contient pas la valeur zéro. Ils oublient que les calculs ont été faits en
considérant I’hypothése d’un changement certain et qu’alors I’événement « I’amplitude
de rupture est nulle » n’a aucune signification claire.

L’application systématique d’une série d’analyses locales réalisées indépen-

damment est inadéquate pour conclure & un changement régional dans une
zone homogéne

La non-stationnarité de séries hydrométéorologiques peut étre induite par un change-
ment climatique. Or, un changement climatique est un phénoméne global, se manifestant
a4 une échelle au moins régionale. Il est donc naturel de considérer le caractére multidi-
mensionnel du probléme. Cette généralisation est d’autant plus justifiée, qu’en pratique,
I’hydrologue suppose implicitement qu’il existe une relation structurelle entre les instants
de rupture si les sites considérés forment un ensemble « hydrologiquement homogéne ».
En toute généralité, des bassins versants sont dits hydrologiquement homogénes si leurs
régimes hydrologiques sont semblables et s’ils répondent aux facteurs climatiques de ma-
niére similaire (GREHYS (1996)). Certes, en premiére approche, on peut effectuer plu-
sieurs analyses unidimensionnelles pour estimer une date globale de changement ou pour
confirmer, & partir de sites voisins, I’existence d’un changement dans la structure aléa-
toire d’une série d’intérét (Hubert et al. (1989), Slivitzky et Mathier (1994), Servat et al.
(1997), Paturel et al. (1997), Perreault et al. (1999) , Kiely (1999)). Toutefois, cette facon
de procéder est répétitive et stirement peu efficace. D’abord, cette procédure ne prend pas
en compte les corrélations régionales entre les observations des différentes stations. En
appliquant plusieurs analyses indépendantes, on considére en réalité que chaque station
ameéne une information tout & fait distincte et qu’ainsi la précision des estimations cor-
respond, en quelque sorte, & celle issue d’un échantillon de taille p x n (p étant le nombre
de stations, n la taille de chaque série). Si, en fait, les observations sont corrélées d’une
station & Dautre, il existe de 'information redondante et la précision réelle des estima-
tions devrait correspondre plutot & celle d’un seul échantillon de taille inférieure & p X n.
L’application systématique d’une série d’analyses locales réalisées indépendamment aura
donc pour effet de sous-estimer 'incertitude des estimations. S’il existe une relation struc-
turelle entre les instants de changement et que les observations de débits & des stations
soumises aux mémes phénomeénes climatiques sont corrélées, pourquoi ne pas mobiliser
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cette information dans un modéle qui prend en compte la cohérence régionale?

2.4 Le statisticien peut construire des solutions en
cohérence avec la demande du gestionnaire

Compte tenu de la possibilité de changements dans les séries de débits, de la demande
du gestionnaire en matiére d’aménagement de structures hydrauliques et des problémes
que rencontrent les hydrologues pour la quantification des incertitudes structurelles, ma
question de recherche est la suivante:

Comment peut-on prendre en compte l’incertitude de changements dans la
structure aléatoire des séries de débits annuels lors de la prise de décision
concernant un aménagement hydroélectrique?

Le statisticien répondra qu'’il faut d’abord formaliser mathématiquement les hypothéses
de I’hydrologue sous la forme d’un modeéle probabiliste et développer ensuite les outils
permettant de quantifier les incertitudes des parametres et celles liées au modéle. Compte
tenu du lien étroit entre les problémes d’estimation et de choix opérationnel des décisions,
j’ajouterai que les incidences des incertitudes d’estimation et de la véracité des hypothéses
sur les conséquences socio-économiques des décisions doivent étre envisagées et prises en
compte dans l’analyse.

En matiére de gestion des eaux ou d’aménagement de structures hydrauliques, il est
d’usage de distinguer les problémes d’estimation de caractéristiques hydrologiques comme
le débit moyen annuel d’une riviére, et le choix opérationnel des décisions d’aménagement
comme la fixation de valeurs de projet (Bernier (1990)). Or, le choix des hypotheses de
travail et la précision des estimations sont déterminants pour le processus décisionnel.
Reprenons le probléme du choix optimal d’une hauteur de digue (Exemple 3, Section
2.2). Le critére qui consisterait, par exemple, & retenir un estimateur médian de la crue
centennale, c’est-a-dire qui-a autant de chance de surestimer que de sous-estimer la vraie
valeur, serait fallacieux. Il ne prendrait résolument pas en compte la dissymétrie du pro-
bléme: le fait qu’un surdimensionnement est moins pénalisant pour le riverain qu’un sous-
dimensionnement. En effet, pour la construction d’une structure de protection contre les
crues, il est clair que les conséquences dommageables (au sens large), dues & un déborde-
ment, sont bien plus importantes que les pertes encourues par un surinvestissement qui
sont seulement économiques.

Dans ce qui suit, je présente d’abord ma stratégie pour répondre & la question de
recherche. Ensuite, je précise les pistes de recherche que j’ai choisies d’explorer.

2.4.1 Ma stratégie: adopter la perspective bayésienne

J’ai choisi d’adopter la perspective bayésienne pour répondre de fagon adéquate & la
question de recherche. Ce qui distingue principalement 'approche bayésienne d’une mé-
thode statistique classique est que, en plus de considérer I'information fournie par I’échan-
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tillon de données, elle incorpore de maniére formelle dans ’analyse la connaissance a priori
dont on dispose concernant les paramétres d’intérét. Cette information n’est pas issue des
observations formant la série, mais provient d’autres sources (analyses statistiques an-
térieures, connaissances subjectives des experts ou du décideur, etc.). Les connaissances
a priori sur les paramétres, souvent imprécises, sont traduites en terme de probabilités
d’occurrence pour les différentes valeurs possibles et sont représentées au travers de la
distribution de probabilité subjective a priori. Les observations recueillies lors d’une ex-
périence statistique et la loi a priori forment conjointement en statistique bayésienne la
base de tout jugement sur les paramétres.

Une fois les observations disponibles et les lois a priori spécifiées, la formule de Bayes
est utilisée pour déterminer les lois a posteriori et assurer la cohérence du cadre infé-
rentiel. Ces distributions représentent l’actualisation de la connaissance a priori eu égard
a information contenue dans les observations et valorisée par le modéle. C’est & partir
de ces lois a posteriori que toutes décisions et inférences concernant les parameétres du
modeéle sont faites. Le diagramme de la Figure 2.8 présente les étapes fondamentales du
raisonnement bayésien qui conduisent & l'inférence a posteriori. Pour plus de détails sur
’analyse bayésienne, nous référons & Berger (1985) et Robert (1992).

Dans la littérature hydrologique, quelques auteurs ont adopté la perspective bayésienne
durant les années 70 et au début des années 80 (voir, par exemple, Davis et al. (1972),
Vincens et al. (1975) et Krzysztofowicz (1983)). L’application des concepts bayésiens
aux sciences de eau a été trés peu développée depuis, en raison fort probablement de
la complexité de certains calculs et de ’absence de solutions explicites. Les avancées
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récentes en matiere de calcul numérique pour la mise en oeuvre des méthodes bayésiennes
(méthodes de simulation Monte Carlo par chaines de Markov, MCMC) nous permettent
maintenant de contourner cet obstacle. Cela s’est traduit par une recrudescence marquée
de 'emploi de I’approche bayésienne, et ce, dans de nombreux domaines d’application
de la statistique (Berger (1999), voir aussi la préface de C.P. Robert dans Bernier et al.
(2000)). Etonnemment, P’utilisation des méthodes bayésiennes demeure encore aujourd’hui
marginale en sciences de I'’eau contrairement & d’autres domaines comme la médecine, la
finance, I’économie et la biologie, pour ne donner que ces exemples. Les hydrologues n’ont
pas su tirer partie de ces nouveaux outils et I’hydrologie-statistique accuse maintenant
un sérieux retard. Pourtant, conceptuellement, la perspective bayésienne me semble bien
plus proche des préoccupations du gestionnaire en sciences de I’eau que les approches
dites « classiques ». En particulier, I'interprétation de la probabilité, non pas comme
une fréquence limite d’une infinité de réalisations hypothétiques, mais comme un pari
rationnel sur un événement dépendant d’un savoir et des informations disponibles, ouvre
des perspectives immédiates pour la gestion du risque, au coeur du métier de 'ingénieur.
L’emploi de la statistique bayésienne peut étre justifié formellement par le fait qu’elle
s’appuie sur une base axiomatique qui permet une cohérence grace au seul emploi du calcul
des probabilités. De tels arguments sont abondamment développés dans les ouvrages de
Berger (1985), Robert (1992) ou Bernardo et Smith (1994). Je me contenterai ici de
souligner quelques avantages pratiques et techniques pour les problémes hydrologiques.

— L’analyse bayésienne permet d’obtenir une loi de probabilité jointe (la distribution
a posteriori) pour ’ensemble des paramétres inconnus, & partir de laquelle plusieurs
conclusions peuvent &tre tirées simultanément. Il est possible non seulement d’obte-
nir des estimations pour les paramétres ou des fonctions de ces quantités, mais aussi
d’évaluer directement leur précision. Notons de plus que l'inférence bayésienne ne
fait référence a aucune hypothése asymptotique.

— L’interprétation des résultats d’une analyse bayésienne est simple et directe. Les
méthodes classiques sont beaucoup plus difficiles & interpréter pour un non-initié, et
les gestionnaires de ressources hydriques les trouvent généralement trop abstraites
pour leurs besoins opérationnels. C’est le cas notamment de P'interprétation de I'in-
tervalle de confiance classique, qui fait intervenir la répétition d’un nombre infini
d’expériences équivalentes. Nombre de praticiens interprétent d’ailleurs I’intervalle
de confiance classique comme si ¢’était un intervalle de crédibilité bayésien (Lecoutre
(1997)).

— Les hydrologues disposent souvent, avant P’étude, d’informations non quantifiées sur
le phénoméne étudié. Il n’y a aucune raison de ne pas tenir compte de cette expertise.
L’approche bayésienne nous permet de la considérer de maniére formelle & travers
les lois a priori. L’ajout de ces informations & celle fournie par les données est
d’autant plus utile qu’en hydrologie les échantillons sont souvent de taille restreinte.
De plus, I'idée de mettre & jour la connaissance a priori des spécialistes & partir de
I’information contenue dans les données semble trés intéressante et rassurante pour
bien des gestionnaires.
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— Les décideurs sont sensibles aux aspects socio-économiques de la gestion des res-
sources en eau. Ils sont d’avis que les analyses statistiques et ’évaluation des consé-
quences socio-économiques de leurs décisions ne doivent pas étre effectuées séparé-
ment (Bernier (1994a)). Or, l’analyse bayésienne permet pour le gestionnaire d’in-
tégrer les modéles de rupture dans une démarche décisionnelle compléte. 11 suffit
de considérer dans la procédure une fonction de colit qui quantifie la perte encou-
rue pour les différentes conséquences. Il s’agit alors d’une analyse bayésienne dite
« compléte », 'objectif étant le choix de 'action optimale parmi un ensemble d’ac-
tions.

— Comme cela a été spécifié a la Section 2.3, certains gestionnaires acceptent de consi-
dérer des scénarios avant d’arréter leur choix. De plus en plus d’hydrologues sont
alors amenés & étudier les conséquences des diverses actions possibles sur une gamme
de scénarios simulés. L’analyse bayésienne est particuliérement adaptée pour générer
de telles séquences par ’entremise de la distribution prédictive de données futures
conditionnelles aux données déja enregistrées (Krzysztofowicz (1999)).

— Ce qui a joué, plus particuliérement, en défaveur de 'approche bayésienne est I’ab-
sence, dans certains cas, de solutions analytiques explicites pour les distributions a
posteriori et la complexité des calculs numériques qui en découle. Or, les méthodes
MCMC nous permettent aujourd’hui de résoudre ce probléme pour des modeles de
structure complexe et comportant un grand nombre de parametres (Robert (1998),
Robert et Casella (1999)).

2.4.2 Les choix qui définissent le cadre d’étude de ma thése

J’ai choisi d’inscrire mon travail dans le cadre particulier d’une non-stationnarité in-
duite par une seule rupture qui survient & un instant inconnu dans la structure aléatoire de
séries d’observations de débit annuel. Le choix de ’hypothése d’une seule rupture mérite
quelques explications. Elle est avant tout justifiée d’un point de vue hydrométéorologique.
L’objectif n’est pas celui d’une critique des données détectant les divers avatars des me-
sures ni celui d’analyser de maniére séquentielle leurs caractéristiques statistiques comme
en contréle de la qualité, mais bien de détecter des changements significatifs de régime &
une échelle climatique. Or, on ne peut pas raisonnablement admettre plus d’un change-
ment climatique sur la trés courte période ou ’on dispose de mesures hydrologiques. Par
ailleurs, d'un point de vue statistique, cette hypothése est également justifiée. En effet, si
on ne limite pas le nombre de ruptures, toute méthode de détection perd nécessairement
de son efficacité.

Dans cette thése, j’explore les quatre pistes de recherche suivantes:

L’analyse d’une rupture dans la variabilité des débits annuels L’estimation
d’une mesure de dispersion des débits annuels joue un réle fondamental pour la gestion des
aménagements hydrauliques, car elle est essentielle pour évaluer la marge de manoeuvre.
Dans la littérature hydrologique, seul le cas d’une rupture de moyenne a été considéré. Or,
il semble, & ’examen de nombreuses séries, qu'une baisse (hausse) subite de la moyenne des
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débits annuels puisse étre accompagnée d’une diminution (augmentation) de la variance
(voir par exemple la Figure 2.6). On peut aussi, dans quelques cas, identifier des situations
ot seule la variance change. Les précipitations au lac Erié (Figure 2.4) en sont un exemple.

Le développement d’une procédure permettant de tester I’existence d’une rup-
ture et, le cas échéant, d’en identifier le type En hydrologie, les travaux concernant
I’analyse bayésienne d’une rupture se limitent uniquement & P’estimation des parameétres
conditionnellement & ’existence d’un changement. Cette approche ne permet pas d’évaluer
la crédibilité d’une rupture et force I’hydrologue & ne considérer qu’une seule alternative,
trés souvent le changement de moyenne. Compte tenu de la variabilité naturelle des débits,
des nombreux facteurs exogénes agissant sur leur évolution et de la taille généralement
restreinte des séries, l'incertitude quant & l'existence et au type de rupture sera toujours
présente. Il est donc important de mettre en doute les hypothéses des modéles et de
proposer une méthode permettant d’évaluer la crédibilité d'un ensemble d’alternatives.

La construction d’un modéle régional multisite de rupture en moyenne et le
~ développement des outils d’inférence Dans un récent rapport sur I’état d’avan-
cement des travaux scientifiques concernant la détection de changements climatiques,
Barnett et al. (1999) considérent que 'une des avenues de recherche les plus urgentes est
I’analyse bayésienne multidimensionnelle: « On the basis of our analysis, we identify the
following (research areas) as most urgent. [...] Multivariate detection studies are required
that include all available climate change indices [...] a Bayesian approach may be needed
to combine all information into a single comprehensive detection and attribution analy-
sis. » A notre connaissance, aucune approche formelle d’analyse multisite de rupture & un
instant inconnu n’'a été proposée jusqu’a maintenant dans la littérature hydrologique. Tel
que mentionné & la Section 2.3, plusieurs études de détection de changement en hydrolo-
gie reposent sur ’hypothése implicite qu’il existe une relation structurelle entre les dates
de ruptures pour des sites voisins, mais sans la formuler explicitement dans un modele
probabiliste. De plus, il est d’usage d’employer des méthodes régionales pour améliorer
les estimations de débits de conception (GREHYS (1996)). Ces approches s’appuient sur
le fait que les débits annuels ou extrémes ont un comportement similaire si les sites sont
hydrologiquement semblables et §'ils sont soumis aux mémes facteurs climatiques. Il est
donc tout indiqué de construire un modéle multisite de rupture.

La mise en oeuvre de ’analyse bayésienne compléte sous incertitude de rup-
ture en moyenne Linférence sur les paramétres d’un modéle, quoiqu’essentielle, ne
peut constituer une fin en elle-méme. Les procédures développées doivent étre intégrées
dans une démarche décisionnelle pour qu’elles soient complétement opérationnelles. Pour
illustrer la mise en oeuvre d’une analyse bayésienne compléte, j’ai choisi de traiter le pro-
bléme de la sélection du débit d’équipement de la centrale Toulnustouc. Sa construction, &
Pembouchure du réservoir Sainte-Anne (complexe hydroélectrique Manicouagan), devrait
gtre entreprise en 2002. Au terme d’un exercice mené en 1999 par Hydro-Québec, qui
repose sur la méthode du cott de revient minimal, Hydro-Québec (2000) recommande un
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débit de conception de 225 m?/s, et ce, en considérant comme débit de référence (appelé
aussi débit module) le débit moyen annuel évalué sur tout Ihistorique (186 m®/s). On
suppose alors implicitement, comme cela est 1'usage courant, que la série est stationnaire.



Chapitre 3

Mettre en oeuvre ’analyse
bayésienne dans un modeéle de
rupture en variance

La variabilité des données hydrologiques joue un role fondamental pour la gestion des
aménagements hydrauliques, notamment pour le dimensionnement d’un réservoir. Cette
caractéristique est aussi importante pour la planification énergétique, car la variance des
séries annuelles d’apports énergétiques historiques est employée comme intrant dans des
modeles de simulations de scénarios (Perreault et al. (1996)). A notre connaissance, il
n’existe pas de travaux dans la littérature hydrologique traitant d’un changement & une
date inconnue dans la variabilité des séries hydrométéorologiques, les hydrologues ayant
concentrés leurs efforts uniquement sur le probléme de rupture en moyenne. Or, comme il a
été mentionné au chapitre précédent, certaines séries hydrologiques semblent admettre des
changements de variance. Nous avons constaté, par exemple, qu’une baisse (hausse) subite
du niveau moyen des observations est souvent accompagnée d’une diminution (augmen-
tation) de la variance. Ce chapitre a pour objet de fournir & I’hydrologue une procédure
permettant ’analyse d’une seule rupture en variance dans une série de variables aléatoires
hydrologiques.

Dans la premiére section, nous présentons une revue de synthése des principaux acquis
concernant ’analyse bayésienne dans un modéle de rupture. Nous proposons une premiére
formalisation probabiliste pour la représentation d'un changement brusque & un instant
inconnu. Les hypothéses sous-jacentes y sont décrites et discutées & I’égard de leur validité
hydrologique. En nous inspirant des travaux de Menzefricke (1981), nous montrons ensuite
comment ’approche bayésienne peut étre mise en oeuvre pour étudier le cas particulier
d’une rupture en variance. Deux modeles sont considérés: le changement simultané de
moyenne et de variance et le changement de variance seulement. A titre d’illustration,
nous présentons une application aux séries d’apports énergétiques annuels des complexes
hydroélectriques de Churchill Falls et de I’Qutaouais. Ces travaux concernant la rupture
en variance ont fait Pobjet de publications scientifiques (articles I et IT) présentés aux
annexes A et B. Les développements techniques, dont les calculs ne font intervenir que
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des manipulations algébriques standards propres & la loi normale, sont donc énoncés sous
forme de propositions sans démonstration compléte. De plus, seuls les principaux résultats
de D’application aux données réelles sont présentés. Nous laissons le lecteur consulter
les articles en annexe pour les détails concernant notamment la démarche adoptée pour
spécifier les lois a priori.

3.1 Modéle a une seule rupture

Les problémes de rupture & un instant inconnu ont suscité I'intérét de nombreux sta-
tisticiens depuis les 40 derniéres années. Habituellement, ce type de situation survient
lorsqu’on soupconne que le processus générateur d’observations recueillies chronologi-
quement a changé durant la période d’échantillonnage. L’objectif est alors de détecter
la rupture de maniére rétrospective (par opposition a séquentielle) et d’estimer, le cas
échéant, I'instant de changement et son amplitude. Depuis les travaux de Page (1955) en
contrdle statistique de la qualité, 1'intérét soutenu pour les problémes de rupture est dd
aux nombreuses applications possibles dans des domaines aussi différents que la théorie
du signal, la médecine, 'environnement, ’économie et la finance. Diverses solutions ont
été proposées, dont plusieurs s’appuient sur le paradigme bayésien.

La démarche bayésienne consiste pour ’essentiel & employer une variable aléatoire
afin de décrire l'incertitude relative aux paramétres d’intérét et de la mettre & jour au
regard des données observées. Dans la perspective bayésienne, sont probabilisées non
seulement les quantités observables (les données) mais aussi les quantités non observables
(les parametres).

3.1.1 Représentation des quantités observables

Un modéle paramétrique de rupture suppose généralement que la distribution d’un
phénomene temporel (ou causal) voit ses paramétres changer subitement & un ou & plu-
sieurs instants inconnus. Pour le cas d’une seule chronique d’observations de débits an-
nuels, nous considérons le modele & une seule rupture que ’on définit comme suit:

Définition 3 Soit p(y | 0) une densité de probabilité indezée par le vecteur-paraméires
6 € © C RE. Alors, une rupture survient & l'instant T dans une ségquence de n variables
aléatoires indépendantes Y1,...,Y7,Yri1,...,Yn i

Y;~p(y; | 61), j = 1,...,T, 51)
Yi~p(y; | 62), j=7174+1,..n,

out€{l,2, ..,n—1} et 0; # 0.

Les n variables aléatoires sont supposées indépendantes et distribuées selon une loi de pro-
babilité dont la valeur des parameétres 6 change a linstant inconnu 7. Puisque l'instant
de rupture 7 prend ses valeurs dans 'ensemble {1, 2, ..., n — 1}, le changement survient
avec certitude dans la période d’échantillonnage. Le modeéle (3.1) posséde une structure
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simple: connaissant 7, les réalisations sont en fait divisées en deux sous-échantillons indé-
pendants, (y1,...,.Yr) €t (Yrs1,-.-,¥n). La fonction de vraisemblance résultante s’écrit alors
de la maniére suivante:

p(y|01,027) = pW1,-oyr | 01) 0 Yrt1se-s¥n | 02) (3.2)
= Hp(?/j | 61) H p(y; | 62).

Cette classe de modeéles permet la représentation de divers types de changement dans la
structure aléatoire de chroniques hydrométéorologiques, notamment la possibilité d’une
rupture en localisation, en échelle et en forme de la densité de probabilité. Le modele
(3.1) repose sur I'’hypothése d’indépendance entre les variables aléatoires. L’hydrologie,
telle qu'elle s’est développée au cours des derniéres décennies, admet généralement que
les séries hydrométéorologiques annuelles observables en une station, en plus d’étre sta-
tionnaires et normalement distribuées, sont constituées de réalisations successives indé-
pendantes. Cette hypothése est raisonnable pour les débits annuels de riviéres qui ne sont
pas soumises & leffet d’un fort emmagasinement. Par contre, pour les débits du fleuve
Saint-Laurent, Phypothése d’indépendance interannuelle ne serait pas acceptable (I'auto-
corrélation d’ordre 1 est de ’ordre de 0.7). En effet, le Saint-Laurent prend sa source dans
les Grands Lacs dont le pouvoir d’emmagasinement est trés important. La probabilité
d’obtenir un débit donné cette année est sans aucun doute influencée par I'intensité du
débit de ’année derniére.

La plupart des auteurs qui ont considéré un modele de rupture similaire & (3.1) se
sont concentrés plus particuliérement sur I’estimation de Iinstant de changement 7. Pour
ce faire, plusieurs approches ont été considérées. Des estimateurs du maximum de vrai-
semblance ont été proposés notamment par Hinkley (1970), Hinkley et Hinkley (1970),
Picard (1985), Joseph et Wolfson (1993) et Ghorbanzadeh (1996). D’autres se sont ap-
puyés sur des techniques dérivées de la procédure graphique des sommes cumulées (no-
tamment Page (1955)) et sur la méthode des moindres carrés (Hartigan (1994), Lavielle
et Moulines (2000)). A notre connaissance, Chernoff et Zacks (1964) sont les premiers &
avoir considéré ’approche bayésienne pour analyser une rupture dans une suite de va-
riables aléatoires indépendantes. Leurs travaux sont & la base de la plupart des études
réalisées sur le sujet dans les années 60 (voir, par exemple, Kander et Zacks (1966), Mustafi
(1968), Gardner (1969)). Depuis les années 70, de nombreux statisticiens ont contribué a
Panalyse bayésienne d’une seule rupture dans la distribution d’une suite de variables aléa-
toires. Citons en particulier Blanchet et al. (1971), Smith (1975), Sen et Srivastava (1975),
Lee et Heghinian (1977), Smith (1981), Menzefricke (1981), Booth et Smith (1982), Diaz
(1982), Hsu (1982), Broemeling (1985), Carlin et al. (1992), Barry et Hartigan (1993),
Stephens (1994), Bernier (1994b), Chaouche et Parent (1998), Bélisle et al. (1998). Le
lecteur peut consulter Shaban (1980) pour des références additionnelles d’articles publiés
avant 1980 ; celui-ci propose une revue de la littérature commentée sur le sujet.
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3.1.2 Représentation des quantités non observables: lois a priori
conjuguées

Pour pouvoir mener & terme l'analyse bayésienne du modele (3.1), on doit d’abord
représenter la connaissance (ou lignorance partielle) sur les parameétres (61,02,7) en la
traduisant par une densité de probabilité dite a priori, qui dépend aussi de paramétres
appelés « hyperparamétres ». Ensuite, par le théoréme de Bayes (Figure 2.8), la vraisem-
blance (3.2) et la densité a priori p(6;,02,7) sont combinées pour obtenir la densité de
probabilité a posteriori:

p (91192aT IY) xXp (y t 91,02,7)[) (917021T) 3 (33)

Cest-a-dire la mise & jour du savoir a priori au regard des observations. La loi a posteriori
constitue alors le point de départ pour toute forme d’inférence ou de décision concernant
les paramétres (01,02,7).

La représentation de 'incertitude sur les paramétres du modéle de rupture (3.1) est
cruciale. Le choix d’une loi de probabilité a priori fait partie intégrante de la démarche de
modélisation, et ce, avec toutes les hypothéses que la construction d’un modéle implique.
Cette opération n’est pas le résultat de 'examen des observations & analyser, mais des
connaissances subjectives de I’hydrologue, d’informations issues d’analyses antérieures ou
d’études régionales. Il est généralement difficile d’obtenir I'information nécessaire 2 la
spécification d’une loi a priori et il faudra souvent faire un compromis entre le réalisme
de la représentation, la parcimonie de la loi et la facilité avec laquelle Panalyse bayésienne
peut étre mise en oeuvre.

Presque tous les auteurs supposent 1'indépendance entre I’instant de rupture et les
autres parametres. De plus, plusieurs d’entre eux emploient des lois a priori non infor-
matives (notamment, Smith (1975), Lee et Heghinian (1977) et Booth et Smith (1982)).
Dans cette thése, j’ai choisi d’adopter la premiére hypothése mais de rejeter la seconde.
Plus précisément, je suppose a priori que:

H,: p(61,08:,7) = p(0:,02) p (7). Cette hypothese signifie, en particulier, que la connais-
sance de I’année de changement n’est nullement déterminée par l'intensité des débits
annuels, du moins avant d’avoir pris en compte les observations. Si a priori 'hydro-
logue soupgonne qu’une rupture ne peut survenir que lorsque le débit atteint un
certain seuil, cette hypothése devient invalide. Enfin, la loi a priori p () de I'instant
de rupture est une loi discréte qui a comme support {1,2,..,n—1}

H, : 'hydrologue dispose de connaissances et d’informations sur le phénomene, aussi
limitées soient-elles, qui peuvent étre employées pour déterminer complétement les
lois a priori des paramétres du modéle de rupture. Je rejette donc la situation oi
l’information fait entiérement défaut et je ne considére que I’emploi de lois a priori
informatives.
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L’inférence sur les parametres du modeéle (3.1) requiert 1'intégration de I’expression
(3.3) par rapport & certains paramétres. Par exemple, pour faire de I'inférence sur I'instant
de rupture 7, on devra intégrer la loi a posteriori par rapport aux paramétres 6; et 6.
On obtiendra ainsi la loi marginale a posteriori p (7 |y ) & partir de laquelle il sera possible
d’estimer la date de changement et d’en apprécier l'incertitude. Si I'on considére une loi
a priori non informative pour (6;,0;), cette opération peut généralement s’effectuer sans
difficultés (Smith (1975)). Par contre, avec une loi informative, elle améne plus souvent
qu’autrement des problémes techniques importants, et ce, méme si les modéles considérés
sont simples. Pour faciliter la mise en oeuvre de I’analyse bayésienne, nous adoptons, & 7
fixé, une loi jointe a priori conjuguée pour (6,,02). Ainsi s’ajoute une hypothése quant a
la, représentation des connaissances a priori:

H; : La loi jointe a priori conjuguée, p (61,02), est une distribution pour laquelle la trans-
position des connaissances de I’hydrologue en terme de probabilité d’occurrence peut
gtre faite simplement. De plus, elle est assez riche de forme pour bien représenter
une variété de croyances subjectives et d’informations objectives sur le phénomeéne
de changement dans une série de débits.

La densité p (0;,0;) aura donc la méme « structure » mathématique que la fonction
de vraisemblance p (y | 01,02,7), lorsque celle-ci est vue comme une fonction des para-
métres. En conséquence, la distribution jointe a posteriori p (61,02 | 7,y), conditionnelle
3 I'instant de rupture et aux données observées, appartiendra & la méme classe de lois
que p(61,05). La mise & jour par le théoréme de Bayes se réduira alors simplement &
un changement d’hyperparamétres. Pour les modéles de rupture dont 'expression de la
vraisemblance permet de séparer les paramétres 6, et 02, il sera possible de déterminer
expliciternent toutes les lois marginales a posteriori: p (7 |y), p(61 ly) et p(82]y). Pour
d’autres modeéles, par contre, certaines intégrales ne pourront étre résolues analytique-
ment. L’emploi d’une loi conjuguée nous permettra toutefois de déterminer exactement
les lois conditionnelles complétes p (7 |01,82,y ), p (01 102,7,y) et p(62|61,7,y) et d’avoir
recours & Déchantillonnage de Gibbs (Annexe D). On évitera ainsi ’emploi de méthodes
numériques beaucoup plus difficiles 4 mettre en oeuvre et parfois méme inefficaces (7).

Les lois a priori conjuguées ont été proposées par Raiffa et Schlaifer (1961). Ils justi-
fient leur approche en invoquant le fait que ’information apportée par les observations
sur les parametres est limitée et ne doit pas conduire & remettre en cause la structure
générale de la loi a priori, mais seulement ses paramétres. Cette approche est toute-
fois critiquée par les bayésiens de la derniére génération. D’une part, elle obéit & des
contraintes techniques plutét qu'a des impératifs d’adéquation & l'information a priori
(Robert (1992)). D’autre part, le développement des outils MCMC, comme ’algorithme
de Metropolis-Hasting (Chib et Greenberg (1995)), permettent maintenant de résoudre
la plupart des problémes d’intégration multiple et d’éviter ’emploi de méthodes numeé-
riques. Or, la « conjugaison » est réguliérement employée dans la littérature récente en
statistique par ces mémes bayésiens. Ceci est d en particulier 4 I’essor des modéles hié-
rarchiques. Leur structure conditionnelle, combinée 4 'emploi de lois a priori conjuguées,
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justifie alors le recours & ’échantillonnage de Gibbs (Gelfand et Smith (1990), Casella et
George (1992)), plus simple & mettre en oeuvre que 'algorithme de Metropolis-Hasting.

1l est important de spécifier que seules les lois de la famille exponentielle admettent des
distributions a priori conjuguées (Robert (1992), Bernardo et Smith (1994)). L’emploi de
ces lois ne constitue pas pour autant une perte de généralité trés importante pour I'ana-
lyse d’une rupture dans les séries de variables hydrométéorologiques. En effet, la famille
exponentielle contient en particulier les lois binomiale, de Poisson, normale, exponentielle,
gamma et gaussienne inverse généralisée (ou de Halphen), toutes employées fréquemment
en hydrologie statistique pour ce type de variable (intensité des débits ou des préci-
pitations annuels, durée des étiages, nombre d’événements hydrologiques dépassant un
certain seuil). Toutefois, les distributions des valeurs extrémes, généralement considérées
pour I’analyse des débits de crue, n’appartiennent pas & cette famille. En conséquence,
les procédures décrites dans cette thése, notamment ’emploi de I'algorithme de Gibbs,
ne pourront étre utilisées pour les lois Gumbel, Fréchet ou Weibull sans quelques re-
maniements. Une solution serait de les adapter en s’inspirant, par exemple, des travaux
de Coles et Tawn (1996) concernant l'ajustement bayésien de la loi généralisée des va-
leurs extrémes. Pour résoudre les problémes d’estimation, ces derniers ont utilisé une
méthode hybride faisant intervenir & la fois I’échantillonnage de Gibbs et ’algorithme de
Metropolis-Hasting.

3.2 Estimation des parameétres conditionnelle & I’exis-
tence d’une rupture en variance

Pour illustrer la mise en oeuvre de ’analyse bayésienne dans un modeéle de rupture,
nous reprenons les travaux de Menzefricke (1981) et traitons le probléme du changement de
variance dans une suite de variables aléatoires normales. Deux modéles sont considérés: le
changement simultané de moyenne et de variance et le changement de variance seulement.
L’hypothése H; ainsi que 'utilisation d’une loi jointe a priori conjuguée connaissant 7
nous permettent d’évaluer analytiquement toutes les lois marginales a posteriori pour le
premier modeéle. L’inférence sur les parameétres est alors directe. Le second modéle, par
contre, n’admet pas de solution explicite pour la détermination des lois a posteriori et
nous aurons alors recours & ’échantillonnage de Gibbs (Annexe D). I’ Annexe C contient
I’expression des densités de probabilité et des principaux moments employés dans cette
section ainsi que dans le reste du document.

3.2.1 Changement simultané de moyenne et de variance

Considérons une série de variables aléatoires Yi,...,Y,, par exemple les n débits an-
nuels historiques d’une riviére. Supposons que la moyenne et la variance du régime aient
changé subitement et simultanément en raison de facteurs exogénes. Un modéle de rupture
traduisant le comportement d’une telle série est donné par:
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y.'j NN(yJ I /1’1,0-%)7 ] = 1:"'aT)
Y; ~ N (y; | poy0d), j=7+1,..n, (34)

ot M (y | 1,0%) désigne la fonction de densité de probabilité (f.d.p.) de la loi normale de
moyenne u € R et de variance 02 € ®*. A partir du modéle (3.4) et de (3.2), on déduit
la, fonction de vraisemblance résultant d’une réalisation y = (¥1,Y2,---,Un)

pivioon=(5) (2) (5) eo{-Hra w1} e

n—T _ 2
X eXp {.__ 20_% [Si—r + (yan - /'1’2) }} )

ou 6, = (/le,O'%), 0; = (/"’2703) et

1 1 <
.:UT:;;yj, -gn—-'r:n_,r Z Yis

j=7+1

1 _ 1 = —
REES ST e YA
j=1 j=T+1

Si & 7 fixé on considére ’expression (3.5) comme une fonction des paramétres, on
reconnait, 4 une constante pres, le produit de deux densités normales avec celle d’une loi
gamma, inverse. Connaissant 7, la loi jointe a priori conjuguée appartient donc & la classe
des lois normale-gamma inverse (Bernardo et Smith (1994)). L’hypothése H; nous améne
a considérer, pour représenter la connaissance a priori sur les paramétres, la distribution
suivante:

p(01,02,7) = p(01)p(02)p(7), (3.6)
= p(p|o?)p(03)p(1a]o3)p(03) p(7),
= N (,U'l | ¢1,)\10%) 6 (U? | alﬁ1)N (Mz | 4)2))‘203) 16 (‘7% | 0‘2ﬁ2)p(7),
= NNIGIG (01,027 | dMaB)p(T),

ot @ = (¢y,d9), A = (M, he), @ = (a1,02), B = (B1,8,) sont les hyperparameétres et od
IG (y | a,3) désigne la f.d.p. de la loi gamma inverse de paramétres o € Rt et § € RT.

La suite de cette section est consacrée & I’évaluation des lois marginales a posteriori
des paramétres d’intérét. Dans la premiére proposition, nous donnons 'expression de la
densité marginale a posteriori de P'instant de rupture, p (7 | y).

Proposition 1 Soit le modéle de rupture (8.4 ) et considérons la loi jointe a priori (5.6).
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Alors, les hyperparmétres® mis a jour sont donnés par:
MN=M/14+7N), XNo=X/[L+(n—T1)N)],
= (L=N) ¢+ 7T, G =[1=X(r-7)]d2+X(n~T7)Tnr,
ay=a1+7/2, =a+(n-1)/2,
Bi=5[s2+ (1 =N (& —7)] + A,

ﬂ,2 = @%ﬂ [Si———'r + (1 - >‘,2 (TL - T)) (¢2 “?n-—-r)z] + ﬁ2a

et la densité marginale a posteriori de l’instant de rupture s’exprime de la maniére sui-
vante:

/() T ()
2 7 7
(8™ (B2)™
Démonstration. La démarche consiste 4 calculer dans un premier temps la loi jointe a

posteriori de (8;,02) en supposant que l'instant de rupture 7 est connu. Selon le théoréme
de Bayes (Figure 2.8 ), cette distribution est proportionnelle au produit suivant:

yY (y I 91a9277-) NNIQIQ (01392 | qb,A,CI,,B) ] (38)

p(]y) ocp(r)/MA 3.7)

qui correspond, & une constante de normalisation prés, & une loi normale-gamma inverse.
En conformité avec ’hypothése de conjugaison, la loi a posteriori est alors obtenue par
une simple mise & jour des hyperparamétres de la loi jointe a priori:

p (61>92 l T,Y) = NNIQIQ (01’92 l qb”A,’aIﬂBI) . (39)

La détermination de (¢',\,’,3') fait intervenir en particulier des complétions de carrés.
La loi marginale a posteriori de 7 peut ensuite étre déduite de la constante de normali-
sation, c’est-a-dire de la loi marginale des observations conditionnelles & 7, p(y|7). En
effet, selon le théoréme de Bayes,

p(yln)p(n) 6.10)

p(r]y) ==
p(ylr)p(7)

=1

Or, p(y |7) peut étre évaluée en faisant le rapport de (3.8) par (3.9) et en éliminant les
termes impliquant seulement les parameétres 6; et 8,. On obtient alors

(N NN, B8P T(o4)T (oh)
P10 =(35) | Aa G T T o) .11

1. Pour simplifier la notation, nous omettons de signaler la dépendance & 7 et y en écrivant par exemple
A] au lieu de A} (y,7).
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d’ou, & partir de (3.10), on déduit le résultat (3.7). m

L’expression (3.7) fournit, & une constante prés, la mise & jour de la répartition a
priori des probabilités d’occurrence de rupture pour chaque instant de la série. Elle permet
d’identifier, par exemple, le moment ou le changement simultané de moyenne et de variance
posséde la plus grande probabilité d’occurrence a posteriori. La constante de normalisation
étant indépendante de T, elle peut étre aisément évaluée en sommant les 7 — 1 valeurs
que peut prendre Pexpression (3.7).

Les lois marginales a posteriori des autres parametres qui caractérisent le changement
correspondent & des mélanges de n — 1 lois continues, dont les poids correspondent aux
valeurs de p (7 | y). La proposition qui suit donne P’expression de leur densité de proba-
bilité.

Proposition 2 Soit le modéle de rupture (8.4) et considérons la loi jointe a priori (3.6).
Les fonctions de densité de probabilité marginales a posteriori des paramétres [y, [, o?
et o2 sont alors les suivantes :

n—1
p(nly) = 38T (e [dhch i) 204 ) p(r 7). k=12, (312

7=1

n—1
p(oily) = D> 76 (oklok.Bi) p(r1y), k=12, (313)
=1
ot ST (i |a,b,c) désigne la f.d.p. de la loi de Student et ot la densité p (1| y) ainsi que
les hyperparamétres @, ¢5, oy, oy, By et By sont donnés & la Proposition 1.

Démonstration. Toutes les densités marginales de la loi jointe a posteriori (3.9)
peuvent étre obtenues explicitement par intégration. Aprés quelques manipulations algé-
briques, on a:

p e lry) = ST (i | Sk (WG ™" 204 ), k=12 (3.14)
et
p(otlry) =IG (o} b)), k=12 (3.15)
d’ott Pon déduit par exemple, en vertu de p (u,7 | y) = p (i | 7,¥) P (T | ¥), que
n—1
plue 1Y) =D Pt |¥) (3.16)
=1

=S (e L) e 1)

n—1
=3 ST (e |k (4807 204 ) p (T 1), B=12
T=1
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La loi marginale p (02 |y) s'obtient de la méme maniére. m

Pour évaluer amplitude de la rupture en variance, il est naturel de définir la quantité
n = o% /o?. La densité a posteriori p (7 | 7,y), conditionnelle & linstant de rupture, peut
gtre aisément déduite des lois conditionnelles (3.15). De maniére analogue aux parametres
naturel du modgle, la distribution marginale a posteriori de n s’exprime aussi comme un
mélange de lois:

P y) =S 0|73 p(r ).

La proposition qui suit donne I'expression de la densité a posteriori conditionnelle de 7.
1l s'agit d’une loi Beta du second ordre (Box et Tiao (1964)).

Proposition 3 Soit le modéle (3.4) et la loi jointe a priori (3.6). Considérons le para-
métre 1 = 03 /o3 définissant Uamplitude de la rupture en variance. Alors la densité de
(n | 7,y) s’exprime de la maniére suivante :

(8D (8™ i
) 3.17
B (0n,05)  (Byn + By) " &0

p(n|Ty)=

ou o), oy, B} et By sont donnés & la Proposition 1 et B (a,b) = I'(a)T (b) /T (a+1b) est
la fonction beta.

Démonstration. La densité jointe a posteriori de (02,02), conditionnelle & 7, s’obtient
directement en intégrant (3.9) par rapport & y, et y,. Elle correspond au produit de deux
densités gamma inverse:

p(o}od | 7y) =G (0% e1,81) TG (03 02:2) -

Si on effectue le changement de variables § = 0% et n = 0% /o3, l'intégration par rapport &
0 de la densité p (n,0 | 7,y) ainsi obtenue méne au résultat aprés quelques manipulations
algébriques. m

Toutes les lois a posteriori présentées dans cette section peuvent &tre aisément utilisées
pour estimer les paramétres d’intérét et évaluer leur incertitude. Par exemple, si 'on
considére une fonction de cofit quadratique pour un parametre 8, C (a,0) = (6 — a)z, il est
bien connu que I’estimateur optimal @, c’est-a-dire celui qui minimise le risque, correspond
alors a lespérance des lois marginales a posteriori (Berger (1985)). Pour I’amplitude de
la rupture en variance, l’espérance a posteriori s’écrit de la maniére suivante:

E{n|y} =By {B{n | r3}} = S B{n| ry}p(r|) (3.18)
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et s’exprime donc comme une moyenne pondérée des espérances conditionnelles. La fonc-
tion de risque dans ce cas correspond & la variance a posteriori de 1, qui peut s’écrire
comme suit:

V{U l y} = ETIy {V {77 l 773’}} +V‘r|y {E {77 | "r,y}} s (3‘19)
= Y [Vinlry}+B {n | ryte(r|y) - B {7]¥},

ot la notation E., et V., signifie que ’espérance et la variance sont calculées par rap-
port & la loi a posteriori de 7. Ces deux derniéres équations s’appliquent aussi pour les
paramétres naturels p;, et 0.

Le Tableau 3.1 donne les espérances et les variances des lois conditionnelles a posteriori
pour les paramétres ju, o7 et 7, nécessaires & Pévaluation de (3.18) et (3.19). Pour u;, et
0%, ces expressions sont déduites directement de 1’espérance et de la variance des lois de
Student et gamma, inverse (voir Annexe C). Les moments de 7 sont obtenus & partir des
moments de la loi de Fisher. En effet, on montre par un simple changement de variables

que y = [o4 B, /(cd35) ] n suit une loi de Fisher F (y | 204,29).

TaB. 3.1 — Espérances et variances a posteriori pour les paramétres du modéle de rupture simul-
tanée en moyenne et en variance

Espérance Variance
i i 2X 0% (204 — 1)
_ , , -1
ol Bilap-1)7 (8)" [(e4, — * (e, — 1]

7 el — DB (B e (e +ah— 1) [0 (@4 1 (s =)

La fonction de colt quadratique pour l'estimation des paramétres implique que les
pertes encourues par une surestimation sont équivalentes & celles engendrées par une sous-
estimation. Comme il a été mentionné au Chapitre 2, pour certains problémes, une telle
fonction de colit symétrique peut étre inadéquate. Pour attacher des impacts différents &
la surestimation et & la sous-estimation, on peut suggérer la fonction de colit suivante:

_ ci(a—96), si §<a,
Clad) = {02(0~a), si 6> a, (3-20)

= ¢ (a—0)1p<q (a) +c2 (0 — a) Lg>a) (a) -
I’estimateur optimal @ correspondrait alors au quantile a posteriori de probabilité au

dépassement p = ¢z /(1 + ¢2) (Berger (1985)). Nous nous limitons néanmoins, jusqu’au
Chapitre 6, & ’emploi d’une fonction de cofit quadratique.
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3.2.2 Changement de variance seulement

Dans cette section nous considérons le modéle de rupture suivant:

K ~ N(yz | /*"1)0-%)7 1= 17"'7T7

Yi~o N (yi | 1,03), i=74+1..n (3.21)

ou seule la variance change, la moyenne u, des observations étant invariable de part et
d’autre de l'instant de rupture. La fonction de vraisemblance pour la réalisation y =
(y1,Y25---yYn) peut s’écrire ainsi:

p(y|0,057) = (;;)(g-)(g-)“xp{ o [+ @~ )]} 322

ot 81 = (uy,01), 82 = 03.

Pour traduire les connaissances de ’hydrologue sur les parameétres du modele (3.21),
nous adoptons la loi jointe a priori proposée par Menzefricke (1981):

p(01,62,7) = p(61)p(02)p(7), (3:23)
= p(plot)p(ei)p(03) p(7),

N (ﬂl | ¢1>/\1‘71) 79 (‘71 | 041,,31) g (03 | 042,52)1’(7')’

= NIQIQ (91,92 I qbl,)\l,a,ﬁ)p('r) .

Outre la loi marginale a posteriori de lintensité de la rupture n = 02 /o?, qu’il est pos-
sible de déterminer & une constante prés (voir Article I, Annexe A), on ne peut évaluer
explicitement les lois marginales a posteriori nécessaires a l'inférence sur les autres para-
métres d’intérét o2, o et 7. Pour résoudre ce probléme, Menzefricke (1981) recommande
d’employer I'intégration numérique. Etant donné que les méthodes numériques nécessitent
une bonne expertise que les hydrologues et les statisticiens appliqués n’ont généralement
pas, nous nous sommes tournés vers les méthodes de simulation MCMC, beaucoup plus
faciles 4 mettre en oeuvre. L’échantillonnage de Gibbs est tout indiqué ici. D’une part, la
structure de la loi a priori (3.23) permet de déterminer explicitement les lois a posteriori
conditionnelles complétes. D’autre part, ces derniéres sont faciles & simuler. La mise en
oeuvre de I’échantillonnage de Gibbs et son utilisation pratique est décrite briévement en
Annexe D. Pour un exposé plus général et plus détaillé, on peut consulter .

Pour le modéle (3.21), ’algorithme de Gibbs repose essentiellement sur des tirages
successifs effectués dans les lois conditionnelles complétes de la maniére suivante:
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/J( 7) ~p (/L 102(1 1) 2(9 1) (j—l),y> ,
2(') ~p (0 ]ﬂ< 9) o2 -1) T(j—-l)7y> ’
2(5 .
”Np(ag W)) 20) 7G-1) y

T(J)Np( l“(]) () g(j)’y)_

Dans ce qui suit, nous montrons que les lois conditionnelles complétes du modéle (3.21)
sont standards.

Remarquons d’abord que, quelles que soient la loi de probabilité des observations et la
structure de la loi a priori p (61,0;), si instant de rupture dans un modéle du type (3.1)
est indépendant des autres parameétres a priori, la loi conditionnelle compléte de 7 aura
toujours la forme suivante:

( |01,027y) p(y l 017027 ) ( ) (3.24)
Zp(y l 01762’7)17(7)

Cette distribution étant discréte, elle peut étre aisément générée. Pour le modele (3.21),
si 'on dispose d’une routine permettant d’évaluer la densité d'une loi normale multidi-
mensionnelle, il est commode d’écrire p (7 |y;,02,03,y ) de la maniére suivante:

b (T lﬂladf’agay') o< N (YI (1) | #117,0—%17) No—r (y2 (7)1 1n~TaUgIn-—T) p(r), (3.25)

ol y1 (1) = (yl,...,yT)T, y2 () = (yn_T,...,yn)T, 1, est un vecteur colonne unitaire &
p éléments, I, est la matrice identité d’ordre p et Ny (y | p,X) désigne la densité de
probabilité d'une loi normale multidimensionnelle de dimension p.

La proposition suivante donne les lois conditionnelles completes des autres parameétres
nécessaires & la mise en oeuvre de I’échantillonnage de Gibbs.

Proposition 4 Soit le modeéle de rupture (3.21) et la loi jomte a priori (8.28). Alors, les
lois conditionnelles completes des paramétres u,, o3 et o3 sont les suivantes:

P ('u’l !U%,Ugﬂ',y> = N(/J'l lm7v) 3
p (U% lNuU%ﬂ'aY) = Ig (0% |CL1,b1) 3

p (Ug ‘/LI,O'%,T,y) = Ig (Ug Ia'2,b2) 3
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ot
1 2 4/ I 2— XIO-%O'%
= osd; + XA (n—7)0Y, | » V=

D s e R L I T P

T+1 n—7T
ay = 051“1"‘—2"‘“, as = oz + 5

2
T _ Uy — @ n—rT _ 2

bl = 5[372'+(y7'_ﬂl)2+£—}‘;:\:-l2—}+ﬁ1’ b2: 2 [Si—T+(yn—7_Ml)]+ﬁ2)

avee Ny =\ /(1 +7h) et ¢y = (1= N7) ¢, + N7,

Démonstration. II suffit d’appliquer le théoréme de Bayes au parameétre d’intérét, les
autres étant supposés connus. Si on élimine les termes impliquant seulement les parametres
fixés, en vertu du théoréme de Bayes, on peut écrire:

(n—17)

1
p (i otohiry) ocemp { =3 [ 25— )+ O (e = )|}V (s 1),
01 02

1\? 1
(o mookiry) o () o0 {5 624 = )] o5 A7 (4] dwhod) 70 (| 0)

1

et

1\ —~ 1
plmotr) o« () oo {-TF2 [t (o - w)) 75} 76 (1 ax8).

2

Pour chacun des paramétres, on reconnalt un probléme de mise & jour standard impliquant
une loi a priori conjuguée. Quelques manipulations algébriques élémentaires ménent alors
aux résultats. m

3.3 Application a analyse locale d’une rupture dans
une séquence d’apports énergétiques annuels

Plusieurs décisions quant & la planification énergétique & Hydro-Québec reposent sur
I’évaluation des moyennes et des variances des séries d’apports énergétiques annuels
aux huit grands complexes hydroélectriques (Exemple 2, Chapitre 2). Ces séries étant
construites & partir des apports naturels, elles sont sujettes aux variations structurelles
qui pourraient étre induites par des phénomeénes climatologiques. Les apports énergétiques
annuels de 1943 & 1996 pour les huit complexes sont présentés & la Figure 3.1.
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On constate en effet que certaines de ces séries semblent admettre une rupture en
moyenne et/ou en variance. C’est le cas notamment des apports énergétiques des com-
plexes de Churchill Falls et de I’Outaouais. Depuis le milieu des années 70, la région du
nord-est du Québec, ou le complexe de Churchill Falls se situe, a connu plusieurs an-
nées de faible hydraulicité. Cette baisse du niveau moyen des débits se refléte dans les
apports énergétiques annuels. Elle semble aussi accompagnée d’une baisse de variabilité.
Pour le complexe de ’Outaouais, situé & I’extréme sud-ouest de la province, on note plu-
tot la possibilité d’une baisse de variabilité uniquement, qui serait survenue vers la fin
des années 80. Ces observations sont suffisantes pour mettre en doute la stationnarité de
ces séries et justifient, du moins & titre exploratoire, d’envisager des modéles de rupture
pour la représentation des apports énergétiques annuels. Les estimations des moyennes
et des variances issues de tels modéles prendraient en compte de maniére formelle la pré-
sence d’une rupture. Bien que les hydrologues d’Hydro-Québec soupgonnent la présence
de changements dans les séries d’apports énergétiques (Perreault et al. (1996)), on évalue
encore aujourd’hui les moyennes et les variances sur toute la période d’échantillonnage.

Dans ce qui suit, nous illustrons la mise en oeuvre de I’analyse bayésienne pour les
modeéles (3.4) et (3.21) en reprenant les principaux résultats de I’application présentée
dans D’Article I (Annexe A). Le premier modéle (changement de moyenne et de variance)
est employé pour représenter les apports énergétiques de Churchill Falls. Le second (chan-
gement de variance seulement) est appliqué aux observations du complexe de ’Outaouais.
Nous montrons que 1’analyse bayésienne d’une rupture peut étre utile, notamment pour
évaluer la marge de manoeuvre que posséde Hydro-Québec en matiére de planification
énergétique. En effet, celle-ci dépend de la disponibilité en énergie, donc des apports
énergétiques aux principaux complexes hydroélectriques.

Nous avons choisi de ne favoriser aucune année de rupture a priori en prenant une loi
uniforme sur [1943,1995] pour p (7). La spécification des hyperparamétres des lois a priori
normale-gamma inverse (3.6) et (3.23) a été effectuée sur la base d'une transposition d’in-
formation régionale au site d’intérét & partir des sept autres complexes hydroélectriques.
Cette procédure de détermination des lois a priori est décrite en détail dans I’article sus-
mentionné. Les espérances et variances a priori de tous les paramétres sont données au
Tableau 3.2.

TAB. 3.2 — Espérances et variances a priori des paramétres pour les complexes de Churchill Falls
et de [’Outaouais

T W Py 03 05 & 7
Churchill Falls Espérance 1970 27.80 27.81 12.88 18.19 0.01 1.47
Modele (3.4)  Ecart-type 16 1.67 212 273 245 270 0.36
T o of 7
Outaouais Espérance 1970 1.57 2.21 141
Modele (3.21) Ecart-type 16 6.70 5.85 4.03

*5=#2“/v‘1,77=03/0%
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TAB. 3.3 — Caractéristiques a posteriori des parameétres pour le compleze de Churchill Falls
Paramétres Mode Espérance Ecart-type Intervalle de crédibilité a 90%

T 1984  1983.92 7.87 [1982; 1989]
™ 35.28  35.07 0.74 [33.65; 36.37]
fhs 29.87  30.00 3.48 [27.88; 32.13]
o? 22.33  22.89 3.48 [16.81; 29.16]
o3 17.07  17.81 2.28 [13.92; 22.07]
§ -5.43  -5.07 2.02 [-6.42; -4.19]
n 0.73 0.81 0.25 [0.53; 1.13]

3.3.1 Application au complexe de Churchill Falls

Nous considérons le modéle (3.4) de rupture simultanée en moyenne et en variance
pour représenter les apports énergétiques annuels du complexe de Churchill Falls (Figure
3.1 et 2.6). Les expressions données dans la Section 3.2.1 sont donc utilisées ici en y
incorporant les lois a priori spécifiées par considérations régionales.

Le Tableau 3.3 présente quelques caractéristiques a posteriori des parametres (le mode,
Pespérance et ’écart-type) et fournit pour chacun d’eux un intervalle de crédibilité de
niveau de conflance de 90%. Les espérances et les variances a posteriori peuvent étre
comparées aux quantités correspondantes a priori (Tableau 3.2) pour évaluer dans quelle
mesure 'information contenue dans les observations est venue modifier nos connaissances
a priori sur les paramétres. La Figure 3.2 présente, avec les apports énergétiques annuels,
la répartition des probabilités marginales a posteriori de 'année de rupture p (7 |y ). Elle
montre aussi les densités a posteriori des autres parameétres. Sur cette figure les lois a priori
correspondantes apparaissent en traits pointillés. Le tracé des lois a posteriori permet en
particulier d’apprécier I'incertitude sur les paramétres. Enfin, la Figure 3.3 montre les
résidus standardisés du modele sur papier de probabilité normal. Leur répartition sur ce
graphique semble linéaire, ce qui permet de conclure que I'’hypothése de normalité est
valide. D’autre part, ’autocorrélation d’ordre 1 des résidus est assez faible (0.16).

A Pexamen des graphiques de la Figure 3.2 et des résultats fournis au Tableau 3.3, on
retient principalement les observations suivantes:

— La prise en compte des observations vient modifier considérablement Pétat des
connaissances a priori sur tous les paramétres d’intérét. Notons en particulier que
la loi a posteriori de Iinstant de rupture est beaucoup moins diffuse que la loi a
priori (loi uniforme). Si 'on interpréte les densités comme une représentation de nos
degrés de croyance, ce constat signifie que nos connaissances sur Pannée de rupture
se sont améliorées & la suite de la prise ne compte des observations.

— Le changement serait survenu en 1984 avec un écart-type de huit années.
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Fic. 3.3 — Résidus standardisés de Churchill Falls sur papier de probabilité normal

— La variabilité des apports énergétiques aprés 1984 aurait diminué, la variance pas-
sant de 23 & 18 environ.

— L’intervalle de crédibilité & 90% de n contient la valeur 1, ce qui peut suggerer une
rupture en variance de faible intensité. Toutefois, la densité a posteriori est tres
asymétrique (Figure 3.2). II convient donc d’évaluer la probabilité que ’amplitude
du changement soit inférieure & 1. A posteriori, celle-ci est de 0.88. A priori, elle
est de 0.08. Cela indique que la prise en compte des observations vient appuyer
’événement {n < 1}.

— Le niveau des apports énergétiques annuels semble avoir diminué de 5 TWh en
moyenne avec 2 TWh d’écart-type.

_ Lintervalle de crédibilité 4 90% de § indique qu’une diminution de 6.5 TWh demeure
crédible. De plus, cet intervalle ne contient pas la valeur 0, ce qui suggere une baisse
d’au moins 4 TWh.

3.3.2 Application au complexe de ’Outaouais

Les apports énergétiques annuels du complexe de 1’'Outaouais ont été analysés en
supposant une rupture en variance seulement (modéle (3.21)). L’algorithme de Gibbs a
&t6 mis en oeuvre avec les lois conditionnelles complétes de la Section 3.2.2. Aprés quelques
expérimentations, le nombre de réplicats m et le temps de chauffe ¢ ont été fixés & 1000.
Les densités marginales a posteriori ainsi que leurs caractéristiques statistiques ont été
estimées avec lestimateur « Rao-Blackwellisé » (voir Annexe D). Le Tableau 3.4 présente
Jes caractéristiques statistiques et les intervalles de crédibilité 4 90%. La Figure 3.4 montre
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la série d’apports énergétiques annuels ainsi que les densités marginales a posteriori des
paramétres (traits continus). '

TAB. 3.4 — Caractéristiques a posteriori des paramétres pour le compleze de I’Outaouais
Paramétres Mode Espérance Ecart-type Intervalle de crédibilité & 90%

T 1979 1978 12.81 [1948; 1991]
a% 2.77 3.03 0.77 [1.82; 4.48]
ag 0.90 1.43 0.52 [0.53; 2.80]
i 0.30 0.58 0.20 [0.14; 1.04]
= 0.025
E 13
Py 0.02}
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Fi1G. 3.4 — Apports énergétiques annuels de I’Outaouais, densité marginale a priori (trait
pointillé) et a posteriori (trait continu) des paraméires

On tire principalement de ces résultats les conclusions suivantes:

— L’incertitude a diminué de maniére assez importante en ce qui a trait & I'instant
de rupture. La rupture serait survenue environ en 1979. La distribution a posteriori
p (7 |y) demeure toutefois assez diffuse, révélant ainsi une forte incertitude sur cette
estimation. L’écart-type est de 13 ans.

— L’ajout de l'information contenue dans les observations & celle apportée par 1’ana-
lyse régionale a priori semble avoir augmenter l'incertitude sur les variances de part
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et d’autre de l'instant de rupture. On note toutefois qu’en ce qui concerne 'ampli-
tude de changement lincertitude a diminué considérablement. Enfin, la variabilité
des apports énergétiques a diminué environ de moitié apres la rupture (le mode et
Pespérance a posteriori de l'intensité du changement 7 sont respectivement 0.30 et
0.58).

— L’intervalle de crédibilité pour n contient la valeur 1, mais sa densité a posteriori
est fortement asymétrique. La probabilité que lintensité de rupture soit inférieure
& 'unité est de 0.89.

Enfin, les résidus sur papier normal (Figure 3.5 ) sont distribués linéairement, ce qui
vérifie ’hypothése de normalité. L’autocorrélation d’ordre 1 est ici de -0.06.

0.99
0.98- -

0.95- - :

Probabilité cumulée

Résidus

FIG. 3.5 — Résidus standardisés pour le compleze Outaouais sur papier de probabilité normal

3.3.3 Discussion

En raison de la baisse d’hydraulicité observée sur une partie du territoire (Section
3.3.1), Hydro-Québec doit effectuer une gestion rigoureuse de ses ressources. Elle doit
également prendre différentes mesures afin d’assurer le maintien de ’équilibre entre ’offre
et la demande en énergie pour les prochaines années. Pour accroitre sa marge de ma-
noeuvre, la société d’Etat peut devancer ou reporter les projets de suréquipement de cen-
trales hydroélectriques et d’aménagement de nouveaux complexes, racheter des contrats
d’exportation ou mettre en route des équipements de production thermique. La mise en



44 ANALYSE BAYESIENNE D’UNE RUPTURE EN HYDROLOGIE

place de telles mesures peut s’avérer trés onéreuse si celles-ci ne sont pas appliquées en
temps opportun. C’est pourquoi il est important, du point de vue économique, de quanti-
fier le mieux possible toutes les incertitudes relatives & ’évolution temporelle des apports
énergétiques. Cette composante est en effet déterminante dans le choix des interventions
4 privilégier. Si effectivement une baisse importante des apports énergétiques moyens est
survenue pour Churchill Falls et certains complexes de la méme région (Manicouagan,
par exemple), il est primordial de la caractériser et d’intégrer cette information dans le
processus décisionnel. Les estimations issues des lois a posteriori présentées aux sections
3.3.1 et 3.3.2 fournissent les premiers éléments nécessaires & 1’évaluation des incertitudes
relatives & la marge de manoeuvre qu'Hydro-Québec posséde en matiere de disponibilité
énergétique. Mais les changements observés dans les séries de Churchill Falls et de 'Ou-
taouais sont-ils réels ou seulement induits par la variabilité naturelle du phénomeéne? Le
chapitre qui suit aborde cette question.



Chapitre 4

Mettre en doute ’existence et le
type de la rupture

Le modéle général de rupture (3.1), ainsi que ses cas particuliers (3.4) et (3.21), sup-
posent avec certitude la présence d’une rupture dans la période d’échantillonnage, puisque
T=1,2, .. n— 1. Linférence sur les parameétres de ces modéles est donc conditionnelle
3 Dexistence d’un changement. De plus, elle ne porte que sur la structure spécifiée par le
modele. Aussi, I’hydrologue doit-il exclure I’hypothése de stationnarité et tout autre type
de rupture, ces alternatives n’étant pas formalisées. Certes essentielle, I'inférence condi-
tionnelle sur les parameétres d'un modéle de rupture, telle que présentée au Chapitre 3, est
incompléte. Et si les apports énergétiques du complexe de ’Outaouais étaient en réalité
stationnaires? La rupture en moyenne dans les apports énergétiques annuels de Churchill
Falls est-elle vraiment accompagnée d’un changement de variance? Comment confronter
diverses alternatives de maniére formelle lors de ’analyse d’une rupture dans la structure
aléatoire des séries hydrologiques? Les méthodes employées actuellement en hydrologie
statistique (par exemple celles de Lee et Heghinian (1977), de Hubert et al. (1989) et de
Rao et Tirtotjondro (1996)) ne permettent pas de répondre formellement & ces questions.
Ce chapitre propose une solution & ce type de probléme. Pour ce faire, ’analyse d’une
seule rupture est intégrée dans un cadre plus général, celui de la sélection bayésienne de
modéles.

Le contenu de ce chapitre constitue une synthese de I’Article IT (Annexe B). Les prin-
cipaux éléments conceptuels de la sélection bayésienne de modéles sont présentés dans la
premiére section. On montre comment elle peut-étre employée pour détecter un change-
ment! et, si nécessaire, en identifier le type. A titre d’illustration, nous appliquons ensuite
ces concepts & 'analyse des apports énergétiques annuels des complexes hydroélectriques
de Churchill Falls et de ’Outaouais. Quatre modeles normaux sont mis en compétition:
trois modéles de rupture et un modéle qui suppose la stationnarité. Enfin, la derniére sec-
tion souligne les principaux avantages de la sélection bayésienne de modeles, notamment
en ce qui a trait & la prise en compte de l'incertitude de modéles.

1. L’expression « détection d’une rupture » renvoie ici aux outils d’aide & la décision permettant de
conclure & ’existence ou non d’un changement dans la série d’observations.
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4.1 Détection d’une rupture et identification de son
type

Considérons un ensemble de modéles possibles M = {Mg,My,...,My,...,M,} pour les
variables aléatoires Y = (¥1,Y3,...,Yy), ot My correspond au modéle représentant la sta-
tionnarité et ott My,...,Mg,...,M, sont des modeles de rupture du type (3.1). La sélection
bayésienne de modeéles consiste d’abord & spécifier, pour chacune des alternatives, la pro-
babilité a priori p (M) que My soit « le vrai modéle » 2. En régle générale, les modeles
sont considérés équiprobables a priori, c’est-a-dire que 'on prend p (M) = 1/(g+1)
pour k = 0,...,g. Dans le contexte d’une étude sur la non-stationnarité, particuliérement
pour la gestion des ressources en eau, on préférera plutét donner des poids équivalents
aux hypothéses de changement et de non-changement. Si aucune connaissance a priori ne
permet de favoriser 'un des modéles de rupture, un tel choix se traduira par:

p(Mo)=1/2 et p(My) =--- =p (M) = 1/(2g) (41)

Cette répartition des probabilités a priori est sans doute plus proche des degrés de crédi-
bilité que le gestionnaire et ’hydrologue associeraient aux diverses alternatives. En effet,
4 moins de disposer d’information trés convaincante, ce qui n’est généralement pas le cas
en matiére de changement dans les séries hydrologiques, ces derniers ne seront pas préts
& négliger le modele stationnaire qu’ils utilisent depuis tant années.

Apres avoir spécifié les probabilités a priori, on procéde ensuite & la mise & jour de la
crédibilité de chaque modéle en regard des observations y = (y1,Y2,-.-,¥a)- Elle s’obtient
trés naturellement par le théoréme de Bayes:

p(Mk b’) — p(YIMk)p(Mk) k=0,...,q (42)

q 3

jg)p (v M) p (M)

L’expression (4.2) fait intervenir la loi marginale des observations y sous ’hypothése du
modele My :

p(yMy) = / p(y | 0::My) p (6 |My) 6 (43)

Le but étant d’évaluer la vraisemblance du modéle My, les paramétres 8 ne sont que des-
criptifs ici. C’est pourquoi, dans (4.3), on les élimine par intégration afin de se concentrer
sur le parameétre objectif M. De maniére analogue & la fonction de vraisemblance maxi-
misée employée en statistique classique, p (y |My) constitue la base permettant d’évaluer

2. Dans ce chapitre, puisqu’un ensemble de modéles est considéré, nous intégrons la variable indicatrice
My, dans les expressions mathématiques au méme titre que des parameétres inconnus.
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la compatibilité des données avec ’hypothése a priori que les observations sont issues du
modeéle M. La proposition qui suit donne ’expression de la loi marginale des observations
pour le modele de rupture (3.1).

Proposition 5 Considérons le modéle de rupture (3.1), noté My, et la loi jointe a priori
de ses parameétres, p (01,02,7 |My). Pour une réalisation’y = (Y1,Y2,-.-,Yn), % nOUS accep-
tons ’hypothése Hy, alors

n—1

p(yIMg) = p(r|M)p(y | m,My).

T=1

Démonstration. Du fait de I'indépendance a priori entre I'instant de rupture et les
autres parameétres, il vient:

n—1
P M) = X [[p010002m M) (01027 M) it (44)
T=1

n—1
= 3 p(r M) / / p (5 | 01,027 M) p (61,02 [ M) d81 6,
T=1

d’ou le résultat. m

Apreés avoir calculé les probabilités a posteriori (4.2), il est d’usage de sélectionner le
modele correspondant & la plus forte valeur. Toutefois, pour que (4.2) ait un sens, il faut
naturellement que les probabilités a priori de chacun des modéles existent. Il est alors
nécessaire de supposer que le vrai modéle appartient & Pensemble M. Cest le cadre M-
fermé défini par Bernardo et Smith (1994). Certes difficile & accepter au sens littéral, un
modele étant une représentation simplifiée de la réalité, cette hypothése peut néanmoins
gtre considérée raisonnable en hydrologie pour Panalyse d’une rupture. L’hydrologie sta-
tistique, telle qu’elle s’est développée au cours des derniéres décennies, admet presque
systématiquement que les séries hydrométéorologiques annuelles sont stationnaires. Le
modéle My a été utilisé, avec succés d’ailleurs, pour la représentation d’un large éventail
de situations. Comme il a été mentionné au Chapitre 2, méme si certains hydrologues
mettent en doute la stationnarité des séries hydrologiques, cette hypothése demeure au-
jourd’hui omniprésente pour la gestion des ressources en eau. En ce sens, la communauté
hydrologique voit en Mg une représentation assez fidéle de la réalité. Il est donc légitime,
eu égard & 1’état des connaissances a priori, de considérer ce modéle comme étant vrai,
sinon trés proche du comportement réel du systéme & I’étude. En conséquence, si un hy-
drologue soupgonne la présence d’un certain type de rupture dans une série hydrologique,
et que, dans ce nouveau contexte il souhaite incorporer cette possibilité dans 1'analyse
par la sélection bayésienne de modéles, nous croyons pouvoir affirmer que la perspective
M-fermée est acceptable.

Partant de cette hypothese, pour comparer deux modeéles particuliers, M; et My, il est
naturel d’évaluer le ratio des cotes a posteriori sur les cotes a priori du modéle M; contre

le modéle My :
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- (R0

Cette mesure est appelée le facteur de Bayes (Kass et Raftery (1995)). Intuitivement, elle
permet de vérifier si les observations ont augmenté ou diminué les cotes de M; par rapport
4 My,. Naturellement, B, > 1 signifie que le modele M; est maintenant plus vraisemblable
que M, au regard de y; By, < 1 indique que la crédibilité de M; a diminué & la suite de
la prise en compte des observations. Evidemment, le facteur de Bayes et les probabilités
a posteriori des modéles jouent le méme role: choisir un modéle sur la base du facteur de
Bayes le plus grand revient & sélectionner le modéle qui possede la plus forte probabilité a
posteriori. Signalons & ce propos que (4.2) peut étre réécrite de maniére plus intéressante
sous la forme suivante:

-1

g
plicly) - |3 200
Le facteur de Bayes est particuliérement intéressant puisqu’il peut étre aisément adapté
pour confronter formellement différents types d’hypothéses. La proposition qui suit donne

le facteur de Bayes composite qui compare un modéle particulier & ’ensemble de ses
compétiteurs. :

Proposition 6 Considérons la collection de modéles M = {Mq,My,...,Mg,...,My} et leurs
probabilité a priori p(My), k = 0,...,q. Alors, le facteur de Bayes, noté B (y), du
modéle M; contre ’ensemble des modéles {My : k=0,..,q;k # j}, s’écrit de la maniére
suivante

(e N ]
Bj-» (¥) [%;(1—1)(1\43-)) By; (Y)} : (4.7)

Démonstration. En vertu de (4.5) et de (4.2), on a

s - ((204) G220

(1 —p(Mj)) p(yM;)p(M;)
p (M) I;Z'P (v M) p (M)’

_ (1-p(My) p(y M) p M) ]~
—(p(J )[Z (v IM;) p(M )} ’

k#j

d’ot le résultat. ®
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Cette proposition peut étre appliquée & ce qui nous intéresse plus particuliérement, la
détection d’une rupture ainsi que I'identification de son type. On déduit d’abord de (4.7)
que le facteur de Bayes B, (y) permettant d’opposer les hypothéses de changement et
de non changement est donné, en observant que B, = B,;“jl, par ’expression

Bene ) = 3 (1257005 ) Bo ). (49

j=1

Il s’agit d’une moyenne pondérée des facteurs de Bayes évaluant la crédibilité spécifique
de chaque configuration de changement contre ’hypothése de stationnarité My. Si 'on
considére la répartition des probabilités a priori donnée en (4.1), Bene(y) se présente
alors comme une simple moyenne arithmétique. Pour comparer ensuite la crédibilité des
configurations de changement entre elles, il suffit d’évaluer le facteur de Bayes composite
(4.7) pour chaque alternative My,...,My, en excluant le modéle Mp. On aura ainsi une
gamme de mesures permettant de déterminer, sous ’hypothése d’un changement, quel
type de rupture dans M est susceptible de mieux représenter les observations.

Jusqu’ici, nous nous sommes donné les outils permettant de comparer la vraisemblance
de diverses hypothéses, mais sans pour autant pouvoir formellement arréter notre choix.
A partir de quelle valeur le facteur de Bayes (4.8) peut-il étre considéré assez fort pour
dissuader I’hydrologue et le gestionnaire de supposer la stationnarité d'une série d’ob-
servations hydrologiques? Cette question étant essentiellement un probléme décisionnel,
pour y répondre, il faut faire intervenir les conséquences associées au choix de chacune
des alternatives. On suppose ici qu’on les prend sous la forme de cotits forfaitaires tels
que ceux donnés dans le Tableau 4.1: colts nuls dans le cas d’une bonne décision, cofits
constants positifs lcc €t lene 3 autrement.

TAB. 4.1 — Pertes encourues pour tester l’existence d’une rupture
Hypothéses Changement Non changement

Décisions
Changement 0 lene
Non changement e 0

La régle de décision bayésienne pour la détection d’une rupture consiste alors, avec les
probabilités a priori (4.1), & rejeter la stationnarité si et seulement si

lC TiC

ne,c

Bene (y) > (4.9)

S

Souvent, une telle fonction de cout est difficile & établir, voire indisponible. En faisant
le paralléle entre le facteur de Bayes et la statistique du rapport des vraisemblances

3. lne,c désigne la perte encourue lorsqu’on conclut qu’il n’y a pas de changement alors qu ’en fait une
rupture est présente dans la série.
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maximales, Kass et Raftery (1995) ont proposé une table pour l'interprétation du facteur
de Bayes. Elle est reproduite au Tableau 4.2.

TAB. 4.2 — Interprétation du facteur de Bayes (tiré de Kass et Raftery (1995))

2In By, By Evidence en faveur de M;
0—-2 1—3  Ne vaut pas plus qu’une simple mention
2—6 3—20 Positive

6 —10 20— 150 Forte
> 10 > 150  Trés forte

Remarque: Cet outil ne constitue pas une régle de décision formelle. Ne
disposant pas d’une fonction de codt réelle pour l’analyse des apports énergé-
tiques présentés dans la section qui suit, nous utilisons tout de méme la table
de Kass et Raftery a titre indicatif seulement pour illustrer notre approche.
Une analyse compléte et réaliste nécessiterait la spécification des pertes lgp. et
lnce dans (4.9) & partir de considérations décisionnelles propres au probléme
de planification énergétique.

Enfin, il importe de souligner que le facteur de Bayes nécessite I’emploi de lois a. priori
informatives pour les parameétres de chacun des modeéles. En effet, si ces distributions sont
non informatives, et donc impropres, le rapport des cotes a posteriori est indéterminé (voir
Article III, Annexe E, pour une bréve explication). Dans ce cas, il faut avoir recours a
des facteurs de Bayes « modifiés », par exemple ceux de O’'Hagan (1995) ou de Berger
et Pericchi (1996). Ce probléme ne se pose pas dans cette thése puisque seules des lois a
priori informatives sont considérées (hypothése Hs, Section 3.1.2).

4.2 Application aux séries d’apports énergétiques an-
nuels de Churchill Falls et de I’Outaouais

Nous reprenons I’étude des apports énergétiques annuels des complexes hydroélec-
triques de Churchill Falls et de I’Outaocuais présentés respectivement aux sections 3.3.1 et
3.3.2. Nous nous intéressons ici au probléme de détection d’une rupture et 4 celui de I'iden-
tification de son type. Nous considérons que les apports énergétiques annuels calculés a ces
sites, ¥1,...,Yn, sont issus de 'un des quatre modéles de I’ensemble M = {My,M;,M2, M3},
ol
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Modele My: Y; ~ N (y; | py,02), i=1,..,n
Modele My: Y; ~ N (y; | p1,0%), i=1,..,7
Vi~ N (4 | po,02), i=7+1,....n
Modele My: Y ~ N (y; | y,0%), i=1,..,7
Vi N (yi | p,02), i=7+1,...,n
Modele Mz: Y; ~N (y; | 111,02), i=1,.,7

Y N(yt i /‘L2,0‘2) =7+ 1,...,7'L

Ainsi, trois configurations de changement ont été retenues pour cette application: la rup-
ture en moyenne seulement (M;), la rupture en variance seulement (M) et la rupture
simultanée en moyenne et en variance (M3). Remarquons qu’il y a correspondance entre
les paramétres des modéles puisque ceux-ci sont imbriqués.

Nous avons adopté la répartition des probabilités a priori (4.1), c’est-a-dire celle qui
donne des poids équivalents aux hypothéses de changement et de non changement:

p(Mp)=1/2 et p(M)=p(Mp)=p(M3)=1/6.

Pour les paramétres de chacun des modeéles, nous faisons encore ici I’hypothése a priori
H; et nous considérons une loi jointe a priori conjuguée. Plus précisément, on a:

Mo: p(60) =N (1 | 61,M0%)ZG (01 | a1,81),

Mi: p(61) =N (| ¢, M0 N (ks | $2:2020%) ZG (01 | a1,08:) p (),

Mz: p(02) =N (1| ¢1,010%)ZG (01 | 01,61) 2G (03 | 2,B2) p (7)),

Ms: p(83) =N (11 | $1,007) ZG (07 | e, B) N (2 | $2:2203) ZG (03 | 02,82) P (T),

ot 0, désigne I’ensemble des paramétres du modele My. Les hyperparamétres de chacun
des modéles ont été spécifiés & partir de I’analyse régionale décrite dans I’Article I (Annexe
A). Nous rappelons que le Tableau 3.2 donne les espérances et les variances a priori des
paramétres pour le modele M3 (complexe de Churchill Falls) et le modéle M, (complexe
de I’Outaouais).

Pour mettre en oeuvre la sélection bayésienne de modéles telle que décrite dans la
Section 4.1, on doit évaluer chacune de lois marginales p (y |[My), £ = 0,...,3. Pour les
modeles My, M; et M, on obtient des expressions explicites. Celles-ci sont données en
annexe de I’Article II. On a en particulier, en vertu de la Proposition 5 et de ’équation

(3.11):

1 Zp PR LI AT

n/2
p(y‘M?’):(’:z?) \/__/\1>\2F(041)F o) 2 B (8
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TAB. 4.3 — Facteurs de Bayes et probabilités a posteriori pour les compleves de Churchill Falls
et de I’Outaouais

Bjx My My M, Mz p(Mly)
Churchill Falls “M, -  0.17 0.78 0.09 0.1424
M; 6.03

- 473 056  0.2862
M, 127 0.21 - 012 0.0605
M; 10.76 1.78 844 - 0.5108

B, My Mi; M, M; pMily)
Qutaouais Mg - 3.03 0.26 0.75 0.3554
M; 0.33 - 0.09 0.25 0.0391

M, 378 1146 - 285 0.4481
Ms 133 402 035 - 0.1573

TAB. 4.4 — Facteurs de Bayes pour la détection d’une rupture et lidentification de son type pour
les complezes de Churchill Falls et de I’Outaouais

Complexe  Benc(y) Bips(y) Boas (y) Bsuz ()
Churchill Falls 6.02 1.00 0.16 2.95

Outaouais 1.81 0.13 4.56 0.65
*Bi(jk) (¥) est le facteur de Bayes de M; contre M; et M.

Les facteurs de Bayes By, B3y et Bs; peuvent alors étre calculés analytiquement &
partir de (4.5). Toutefois, les intégrales apparaissant dans (4.4) ne peuvent étre résolues
analytiquement pour déterminer p(y |Mz). Aussi, Bay, Bs; et Bs; ne peuvent-ils étre
évalués explicitement. Pour résoudre ce probléme, nous avons eu recours & la méthode
proposée par Chib (1995), qui consiste & approcher la densité marginale des observations,
p (y |Mz), par échantillonnage de Gibbs. La procédure astucieuse de ce dernier, qui réem-
ploi les échantillons de parameétres générés lors de la phase d’estimation, est décrite en
détails dans ’Article II. Nous conservons pour la sélection de modéles le méme nombre
de réplicats m et le méme temps de chauffe ¢ (m = ¢t = 1000) que pour 'estimation des
parametres de M, effectuée & la Section 3.3.2.

Les facteurs de Bayes permettant de comparer deux & deux la crédibilité des modéles
pour les complexes de Churchill Falls et de ’Outaouais sont présentés au Tableau 4.3.
Les probabilités a posteriori, évaluées & partir de I’équation (4.6), y sont aussi données
pour chacun des modéles. De plus, le Tableau 4.4 fournit les facteurs de Bayes composites
calculés pour la détection de rupture et I’identification de son type.

L’analyse de ces tableaux nous permet d’observer, en premier lieu, que la crédibilité
de ’hypothése de stationnarité (modele My) a diminué considérablement pour les apports
énergétiques du complexe de Churchill Falls. Elle passe d’une chance sur deux & moins
d’une chance sur sept (voir Tableau 4.3). La vraisemblance du modéle M, a aussi diminué
au regard des observations, mais dans une moindre mesure. On note ensuite, si 1’échelle
de Kass et Raftery (Tableau 4.2) constitue une régle de décision acceptable, que le facteur
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de Bayes comparant les hypothéses de changement et de non changement (voir Tableau
4.4) indique la présence d’une rupture dans les apports énergétiques de Churchill Falls
(Bene (y) > 3). Par contre, pour le complexe de ’Outaouais, la valeur de B, .. (y) nous
permet difficilement de conclure & Pexistence d’un changement (B, .. (¥) < 3). Rappelons
qu’en théorie de la décision statistique, le choix d’accepter ou de rejeter I’hypothése de
stationnarité doit faire intervenir une fonction de cotit. Aussi, pour Churchill Falls, notre
conclusion n’est-elle valide que si g ne /lnce < 6.02, c’est-&-dire si les pertes associées au
rejet & tort de ’hypothése de stationnarité sont au plus 6 fois supérieures a celles encourues
par le choix de 'hypothése de stationnarité lorsque la série exhibe une rupture.

A la lumiére des résultats présentés, on peut mettre en doute la validité de I'hypothése
de stationnarité pour les apports énergétiques annuels de Churchill Falls et donc le bien
fondé de ’approche que privilégie Hydro-Québec en matiére de planification énergétique.
Rappelons que les moyennes et les variances des apports énergétiques, utilisées comme
intrants dans des modéles de planification, sont évaluées sur toute la période d’échan-
tillonnage. Il serait alors souhaitable de considérer les moyennes et les variances estimées
& partir d'un modeéle de rupture et d’en évaluer I'impact sur les décisions. On utilisera
les estimations données au Tableau 3.3, car I'analyse indique qu’une rupture simultanée
en moyenne et en variance (modeéle M3) constitue la meilleure représentation. Ce modeéle
posséde en effet la probabilité a posteriori la plus forte (0.51) parmi les trois alternatives
(Tableau 4.4). Remarquons aussi que le facteur de Bayes composite, Bs(y,2), indique que
le modéle de rupture M3 est prés de trois fois plus crédible que 'un ou l’autre de ses
compétiteurs.

Il est maintenant nécessaire d’aborder la question de la sensibilité du facteur de Bayes
a la spécification des lois a priori. En effet, alors que l’estimation des paramétres d’un
modele y est assez robuste, il est bien connu que le facteur de Bayes est sensible & la dé-
termination de ces distributions (Kass et Raftery (1995)). Cette caractéristique n’est pas
. un handicap en soi. Elle révéle seulement que les connaissances et les informations issues
de sources extérieures aux données contribuent au processus inférentiel. C’est justement
'objet de la statistique bayésienne de prendre en compte ce type d’information de ma-
niére explicite. Evidemment, pour obtenir des résultats adéquats, les lois a priori doivent
bien traduire I’état des connaissances. Or, on peut toujours douter de la représentativité
de ces distributions. Cela peut étre le cas si les intervenants ont des opinions divergentes
lorsque la spécification des lois a priori repose sur des connaissances subjectives. Pour
notre probléme, on peut émettre des doutes quant & 'adéquation du modele de régres-
sion régionale décrite dans I’Article I (Annexe A). Il est donc important d’analyser la
sensibilité de nos conclusions en faisant varier certaines caractéristiques des lois a priori.
Il est notamment intéressant, & ce propos, d’étudier 1’évolution des facteurs de Bayes
Bio (¥) ,Bso (¥) et Bene (y) en fonction de la précision accordée a priori a I'espérance des
apports énergétiques apres la rupture.

Nous avons donc évalué ces facteurs de Bayes pour le complexe de Churchill Falls en
faisant varier ’hyperparamétre ); autour de la valeur obtenue & partir de considérations
régionales, soit 0.35. La Figure 4.1 montre leur évolution pour A € [0.01,2.00]. Cette
gamme de valeurs correspond & un ensemble de lois a priori relativement large et com-
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patible avec la crédibilité que 'on accorde & la moyenne des apports énergétiques apres
la rupture. Evidemment, une grande valeur de )y conduit & une loi a priori plus diffuse,
accordant moins de crédibilité & 'espérance a priori issue du modéle régional. Le facteur
de Bayes B (y) n’est pas influencé par la valeur de A, puisque dans M; la moyenne
reste invariante de part et d’autre de 7. Nous 'avons tout de méme ajouté au graphique,
puisqu’il intervient dans le calcul de B . (y) et qu’il est obtenu par simulation. Cela nous
permet de constater que les variations induites par ’approximation de Chib (1995), avec

m = t = 1000, ne sont pas assez fortes pour avoir un impact sur les conclusions.
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Fi1G. 4.1 — Sensibilité du facteur de Bayes du changement contre le non changement aux
variances a priori des apports énergétiques moyens

On retient principalement de la Figure 4.1 que la crédibilité de I'hypothése de change-
ment croit & mesure que 'incertitude a priori sur la moyenne aprés la rupture augmente.
Le facteur de Bayes B.,.(y) varie entre 3 et 6.5 environ dans la gamme de lois a priori
considérée. En vertu de la table de Kass et Raftery, la rupture demeure donc ’hypothése
a favoriser.

4.3 Discussion

A notre connaissance, la sélection bayésienne de modéles n’est pas employée en hy-
drologie statistique. Or, dans ce domaine, le probléme du choix d’un modeéle se pose
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fréquemment : choix d’une loi de probabilité pour I’analyse des débits extrémes, déter-
mination de la meilleure représentation d’une série temporelles de débits, validation des
apports naturels, etc. En terminant ce chapitre, nous discutons de certaines propriétés
que possede cette procédure.

~

— En premier lieu, les résultats d’une telle analyse sont trés simples & interpréter,
méme pour des non initiés. En effet, ceux-ci sont assez familiers avec la notion
de probabilité pour pouvoir facilement interpréter une conclusion telle que « les
probabilités que les modéles M; et M, soient vrais sont respectivement 0.90 et
0.10 ».

— Deuxiémement, la sélection bayésienne de modeéles a I’avantage d’étre « convergente »
au sens ou lorsque la taille d’échantillon augmente indéfiniment, on est assuré de
choisir le vrai modele, ou du moins le plus proche (Bernardo et Smith (1994)).

— Puisqu’on spécifie une loi de probabilité a priori pour les paramétres de chaque
modele, la sélection bayésienne de modeéles prend automatiquement en compte le
critére de parcimonie: si deux modeéles sont aussi compatibles avec les données 'un
que lautre, la procédure identifiera celui des deux ayant le moins de paramétres
comme meilleure représentation des observations.

— La sélection bayésienne a aussi 'avantage de pouvoir étre appliquée & un grand
nombre de modeles; il n’est pas nécessaire qu’ils soient imbriqués, ni qu’ils appar-
tiennent & la méme classe.

— Enfin, cette perspective permet de prendre en compte l'incertitude de modélisation.
Puisqu’a chaque alternative est associée une probabilité a posteriori, p (M |y ), il
est possible de maintenir chaque modéle & l'intérieur du processus inférentiel concer-
nant une quantité inconnue commune & ’ensemble des alternatives. Dans 1’Article
III, nous avons employée cette propriété pour prédire une nouvelle observation n41
en considérant I’ensemble des modéles M = {Mp,M;,M2,M3}. La densité prédic-
tive correspond alors au mélange des densités prédictives p (Yn41 |y,Myx) de chaque
modele, affectées du poids p (Mg |y ) :

P @ns1 1) = D P Gasr lyMi) p (M |y) (4.11)
k=0

Cette expression montre notamment que choisir un modéle et ensuite prédire une
nouvelle observation conditionnellement & celui-ci est raisonnable si 'une des pro-
babilités a posteriori p (Mg |y) est voisine de un. Sinon, la prévision conditionnelle
ne prend pas en compte l'incertitude de modéle et sa précision risque d’étre sous-
estimée.






Chapitre 5

Et s’il y a changement climatique,
n’y aurait-il pas impact régional?

Aux chapitres 3 et 4, nous avons proposé des solutions bayésiennes pour détecter et
caractériser une rupture & un instant inconnu dans une seule séquence de variables aléa-
toires hydrologiques. Notre propos portera maintenant sur ’analyse d’un changement dans
plusieurs séries d’observations hydrologiques & des sites soumis aux mémes phénomeénes
climatiques.

On a déja évoqué qu’un changement climatique est un phénoméne global se mani-
festant & une échelle au moins régionale. Si les sites d’intérét forment un ensemble hy-
drologiquement homogéne (GREHYS (1996)), on peut alors présumer qu’il existe une
certaine cohérence régionale entre les caractéristiques des ruptures présentes dans chaque
série, notamment entre les instants ol surviennent ces changements. D’ailleurs, il est
d’usage en pratique de tirer des conclusions globales en analysant indépendamment la
non-stationnarité de chacune des séries (Hubert et al. (1989), Slivitzky et Mathier (1994),
Servat et al. (1997), Paturel et al. (1997), Perreault et al. (1999), Kiely (1999)). Ce type
de procédures nous semble contestable. D’une part, les relations structurelles entre les
caractéristiques des changements 4 chaque site n’y sont pas formalisées. D’autre part, les
corrélations spatiales existant entre les observations ne sont pas prises en compte. Il est
important de mobiliser ces informations régionales en posant un modele qui inclut ces
particularités du phénoméne de rupture.

Soit ’ensemble de variables aléatoires hydrologiques suivant:

}/11 Y12 ce S/iTl yi(n—}-l) . },ln
LS
Y;Jl }/1.72 <. }/prp .Yp('rp-l-l) R Y_'zm

oti chacune des lignes représente une chronique, par exemple les débits annuels & un site
donné (il y a donc p sites et n années). Supposons qu'un changement climatique ait
engendré une rupture dans chaque série & un instant inconnu 73, ¢ = 1,...,D.
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L’objet de ce chapitre est donc de construire des modéles multisite de rupture tra-
duisant les manifestations régionales d’un changement climatique sur cet ensemble de
données hydrologiques et de développer les outils d’estimation. Nous supposons que les
variables aléatoires dans Y sont normales et que seul un changement de moyenne sur-
vient dans chacune des séquences. La variance des observations ainsi que les covariances
sont donc invariantes de part et d’autre des 7;. Dans un premier temps, nous traitons
du cas ou la rupture survient simultanément pour ’ensemble des p sites. Puisqu’il peut
exister un décalage spatial dans les phénomenes hydrologiques, nous généralisons ensuite
la procédure au cas oti 'instant de changement est variable d’une série & autre. En effet,
méme si les stations forment un ensemble homogéne, rien ne garantit que les facteurs
climatiques se manifestent exactement de la méme maniére dans toute la région. Deux
modeéles hiérarchiques sont proposés pour représenter cette situation.

5.1 Modéle multisite & rupture simultanée (MM,)

Dans cette section, nous supposons que le changement climatique s’est manifesté exac-
tement de la méme maniére pour chacune des p séquences. Pour ce faire, nous considé-
rons la relation structurelle la plus simple entre les dates de rupture: celle qui admet que
T1 = 79 = - = 17, = 7. Ce premier modele multisite a fait 'objet d’'une publication
présentée 4 ’Annexe E (Article III).

5.1.1 Modéle et résultats techniques

Pour 7y = 75 = - -+ = T, = T, 'ensemble de variables aléatoires (5.1) devient:
Yo Yo ... Yi, Yi(T—H) N €T
Ya Yz ... Yar Yo .. Yo
Y = . . :T T :n = (Y11Y27"' aY‘ra"' aYn)
Yoo Yoo oo Yo Yorq) -0 Yo
ot Yy,...,Y,, ..., Y, sont des vecteurs-colonnes aléatoires de dimension p observés & n

périodes consécutives. Nous considérons comme modeéle de rupture l’extension naturelle
du modeéle M; au cas multidimensionnel :

Yi~ Ny (vi | 1, P), i=1,.,7,
Y~ Ny (yi | p2,P), i=7+1..n, (5.2)

Ol by # Mg, T € {1,...,n — 1} est I'instant de rupture, y; correspond & une réalisation de
Y; et M, (¥ | p,P) désigne la densité d’une loi normale multidimensionnelle. Le paramétre
P correspond 4 la matrice de précision (inverse de la matrice des covariances, P = £71)
et représente la structure invariante de la loi de part et d’autre de 7. Si P est diagonale,
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on a indépendance spatiale entre les séries. Ce modele, pour lequel le changement survient
4 la méme position dans chacune des séries, est noté MM;.

A partir de (5.2), on déduit la fonction de vraisemblance résultant d’un échantillon de
n observations D = (y1,¥2,-¥n)

p(D l “17’1'2’T>P> = H/V;? (Yi I /‘l‘luP) H A/;’ (Yi l 11’27P) ? (53)

i=1 i=71+4+1

= (@) [P exp {-—%tr [P (S + (¥ — 1) (3 — ”’l)t)]}
X exp {_n ; Ttr [P (Sn~7 + (Fn-r — Ho2) (S’-n—-'{' - sz)t)] } )

ol tr (-) est I'opérateur trace et

I _ 1
yT:;ZYi) y"—TZn—-T Zyza

i=1 i=71+1

1< _ B
S, = -7-: Z (Yi - y"') (Y1 - yr)t’ Sp—r =
i=1

n_..

Le modeéle de rupture multidimensionnel MM; a déja été traité par Booth et Smith
(1982), mais en ne considérant que des lois a priori non informatives. En conformité avec
’hypothése Hy, nous adoptons des lois informatives. Pour représenter la connaissance a
priori sur les parametres i, g, €t P, nous considérons, comme aux chapitres précédents,
une loi conjuguée étant donné 7. Nous admettons aussi ’hypotheése d’indépendance a
priori entre I'instant de rupture et les autres paramétres (H,). Ainsi,

p(ppePr) = p(uy|P)p (e |P)p(P)p(7), (5.4)
= N, (11| 91 MP) N (22 | 2,22P) Wy (P | a,B)p(7),
= NNWP ([.Ll,p,z,P l le,/\1,¢2>)‘2’a'aB)p (T) ’

ot W, (P | a,B) est la densité de la loi Wishart de dimension p et de paramétres a et
B. Cette distribution correspond & la généralisation de la loi gamma au cas multidimen-
sionnel. Le produit de deux lois normales multidimensionnelles avec une loi de Wishart
comme distribution a priori des parametres p,, Ho €t P, sachant 7, provient du fait que
(5.3) a effectivement cette structure. Les hyperparamétres de (5.4) permettent de déter-
miner la forme de la loi a priori. Par exemple, la précision accordée aux connaissances a
priori sur les parameétres pt;, iy €t P peut &tre ajustée & partir de As, Az et a. De faibles
valeurs de A1, A2 et a rendront les distributions a priori plus diffuses traduisant ainsi une
connaissance a priori limitée sur ces parametres. A la limite, si A\; = Ao — 0 et a — 0 dans
(5.4), on obtiendra la loi a priori complétement non informative p (pt1,2,.P) o |P|™” 2,
(Vest cette derniere que Booth et Smith (1982) ont considérée.
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Les propositions qui suivent donnent les expressions des fonctions de densité de pro-
babilité des paramétres du modéle MM, . Si p = 1, on retrouve les expressions correspon-
dantes pour le modéle M; présentées en annexe de I’Article I.

Proposition 7 Soit le modéle de rupture (5.2) et la loi jointe a priors (5.4). Alors,

D (g, 100, | 7,D) = NNWp (1,109, P | ¢,1>X1,¢’2a ,2’a’:BI> (5~5)
et
p(r | D) o p(r) (NN) 2B, (5.6)
ol
Al o= A+, p=A+n—T

I = _ T T r_ (DT n—T_
¢1 - (1 )\/1> ¢1 + )\/IYﬂ ¢2 - (1 X > ¢2 + )‘f‘z Yo—m
B = s+ (1-5) 5o - 00 G- 0]

/
>‘1
n—rT

+(n—-1) [SM + (1 sy ) (Foer — @2) (Fer — ¢2)t} +B,
ad = a+n/2.

Démonstration. On procéde de maniére tout & fait analogue & la démonstration de
la Proposition 1. Selon le théoréme de Bayes, on a:

D (”17’1'2vP I ’I’,D) xXp (D I ”’l:/*l’mT’P)NNWP (lu’laIJ'%P l ¢17A1’¢2’)‘2’G,B) . (57)

En vertu des propriétés des lois conjuguées cette densité correspond au produit de deux
lois normales multidimensionnelles avec une loi Wishart. Quelques calculs matriciels (es-
sentiellement des complétions de carrés) ménent aux hyperparametres. On évalue ensuite
la loi marginale des données D, connaissant 7, en faisant le rapport de (5.7) par (5.5). On
vérifie sans peine que:

_ o= (A PRE [T[i(@2d+1-k)]]| B
i (D !T) - (27r) <m> H { r [% (2a -+ 1-— k)] } IB/la"

k=1

Enfin, du fait que p(7 | D) < p(D |7) p (), on déduit (5.6). m

Proposition 8 Considérons le modéle de rupture (5.2) et la loi jointe a priori (5.4).
Soient les hyperparameétres mis & jour @y, ¢y, a’ et B' et la densité a posteriori p (T | D)
définis & la Proposition 7. Alors,

n-1

p(lu’k | D) = ZSTP (lu‘k lmkaAk,c)p(T l D) ’ k= 1,2’ (58)

T=x)



CHAPITRE 5. ET S'IL Y A CHANGEMENT CLIMATIQUE, N°Y AURAIT-IL PAS IMPACT REGIONAL? 61

p(P|D) =S W,(P|d',B)p(r| D), (59)

ovmy = ¢, Ay =(2d —p+1) %/&B’"l, c=2d —p+1etowST,(x|m,Ac) désigne la
densité d’une lot de Student mutidimensionnelle.

Démonstration. Comme pour la Proposition 2, on doit déterminer d’abord les den-
sités conditionnelles p (uy, | 7,D) et p (P | 7,D). Ensuite, il suffit de déconditionner par
rapport & 7. La densité p (P | 7,D) est obtenue directement en intégrant (5.5) par rapport
aux moyennes ft; et ft,. La détermination des lois conditionnelles p (p;, | 7,D) nécessitent
quelques manipulations supplémentaires. A titre d’exemple, nous calculons la densité de
probabilité de (p, | 7,D).

En intégrant (5.5) par rapport & p, et P, on a que

P(M I TaD) = ///\/p (#1 ! ¢/1’/\,1P)N;J (Hz t ¢/2)>‘§>.P) Wp (P l alaB,) dp,dP,
— [ N | LR W, (P | B P,

a’ - 1
x / [P~ /22 exp {~§ (11 — ) NP (g — @) —tr (B’P)} dP.

Puisque (gt — ¢5)" NP (i, — @;) est un scalaire et que P est une matrice carrée, en
utilisant les propriétés de ’opérateur trace (Théorémes 9.1.20, 9.1.1, 9.1.4 dans Graybill
(1983)), on peut vérifier que

-;— (1 — ) MP (1, — ¢)) +tr (BP) = tr E (0 — ¢4)" NP (1 — ¢’1)} +tr (B'P),
= o[ (R - ) - o) B P

d’ou

p(p | 7,D) / P22 ey {——tr K% (1, — &) (g — B1)° + B’) P] } dP.

Or, puisque l'intégrant correspond, & une constante prés, & une densité de Wishart (Annexe
C), on en déduit que

~(w+3)

p (s | 7:D) o |3 (1 = 1) (= ) + B



62 ANALYSE BAYESIENNE D'UNE RUPTURE EN HYDROLOGIE

Enfin, & partir des théorémes 8.3.3 et 8.4.3 dans Graybill (1983), on peut écrire:

Xl ! 7\t ! —(a'+%)

p(p, | 7,D) o 7(#1“¢1)(N1”¢1) + B o
2 1/\/1 A\ 7 _(al+%)
X IP+B-'§'(“’1_¢1) (1 — @) 5

= [l F @) (- 00

3

} ~(a'+3)

ce qui correspond bien, & une constante de normalisation prés, & la loi de Student multi-
dimensionnelle (5.8). m

On peut notamment déduire de cette derniére proposition les espérances et les cova-
riances a posteriori des vecteurs-moyennes avant et aprés la rupture (p, & = 1,2). On
obtient respectivement

E{/J'k i D} = Ele {E {F"k l T’D}}’ (‘5-10)
= > p(r|D)E{w | 7D} =) p(r|D)¢,

et

Cov{p; | D} = Ery {Cov{m | 7,D}}+ Covyy {E{m | 7,D}}, (5.11)

= Sy 2
- r=1p Y Xe (2 —p+1)

+2P(le)(¢§c—-E{uk | DY) (¢, — E{u, | D},

= S0 19) ey + (%~ Bm D)) (04 - B{ue | DY,

T=1

5.1.2 Application du modéle MM, a des séries d’apports natu-
rels pour des sites du nord-est québécois

Les circulations océaniques influencent les conditions météorologiques au-dessus de la
mer et également au-dessus des continents. Les indices climatiques, comme le NAO (Figure
2.5), mesurent ’amplitude des oscillations climatiques liées & ces circulations océaniques.
Rasmussen et al. (1999) ont étudié le lien entre divers indices climatiques et les apports
naturels pour un ensemble de bassins versants du Québec. L’intensité de ’oscillation
climatique mesurée par ces indices est particuliérement prononcée au début de ’année et
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Veffet sur la précipitation et la température au-dessus des continents est susceptible de
persister plusieurs mois. Ces auteurs ont donc considéré les apports moyens sur la période
de février & juillet, soit ceux qui intégrent les précipitations hivernales. Ils ont notamment
trouvé des corrélations non négligeables entre ’indice NAO et les apports printaniers des
bassins situés dans les régions de Churchill Falls, La Grande et de la Cote-Nord. Rappelons
que cet indice mesure ’amplitude des oscillations climatiques au-dessus de I’ Atlantique
Nord. Rasmussen et al. (1999) ont aussi constaté la présence d’un changement de moyenne
3 la baisse autour de 1984 dans certaines des séries d’apports, qui semble coincidé avec
une augmentation des valeurs de 'indice NAO vers 1980. Pour ce faire, ils ont appliqué la
procédure unidimensionnelle de Lee et Heghinian (1977) aux séries d’apports et & celles
des indices climatiques. Compte tenu du lien entre les séries hydrologiques du nord-est
québécois et I'indice NAO, ont peut présumer qu'une variation du climat soit & Porigine
de cette baisse d’hydraulicité. :

Nous nous attachons ici & analyser les changements en moyenne dans huit séries d’ap-
ports naturels de bassins versants situés dans cette région. Nous considérons le modeéle
multisite & rupture simultanée MM; (éq. (5.2)) et reprenons I’étude effectuée dans I’Ar-
ticle III (Annexe E) en y ajoutant deux sites, ceux de Caniapiscau et de Ashuanipi. Le
Tableau 5.1 donne les superficies de chacun des bassins versants ainsi que la période
d’échantillonnage. La Figure 5.1 situe les huit stations sur la carte du Québec.

TAB. 5.1 — Superficies des bassins versant
et périodes d’échantillonnage

Site Station Surface Periode
(km?)
1  Romaine 13 000 1957-95
2 A la Baleine 29 800 1963-95
3 Churchill Falls 69 344 1957-95
4  Manicouagan 45 480 1957-95
5  Qutardes © 18798 1957-95
6  Ste-Marguerite 4 737  1957-95
7  Caniapiscau 37 666 1963-95
8  Ashuanipi 19 000 1957-95

Fi1G. 5.1 — Positions  géographiques des
huits sites du nord-est québécois

Comme il est d’usage de le faire pour les études régionales, les observations ont été
exprimées en lame d’eau, soit en [ /(km? x s) plutot qu’en m3/s. Les valeurs sont ainsi
comparables d’un site a Pautre. La Figure 5.2 présente le tracé de chacune des séquences
d’observations d’apports moyens printaniers (février & juillet) pour la période concomi-
tante de 1963 & 1995.
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Fic. 5.2 — Apports naturels moyens de février & juillet pour huit bassins du nord-est québé-
cois (I /(km?® x s) )
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A VPexamen de ces graphiques, on constate en effet la possibilité qu'une rupture en
moyenne, survenue au milieu des années 80, soit présente dans chacune des séquences.
L’analyse qui suit a principalement pour objet de caractériser ce changement global en
estimant ’année commune de rupture ainsi que les moyennes avant et aprés la rupture.

Spécification des lois a priori

Nous avons adopté une loi uniforme pour la répartition annuelle des probabilité a priori
de rupture p (7). De la méme maniére qu’a I’Article iII, les hyperparamétres ¢;, A1, @,
A2, a et B ont été spécifiés & partir des observations de 1957 & 1962 disponibles avant la
période concomitante pour six des huit bassins (Romaine, Churchill Falls, Manicouagan,
Outardes, Sainte-Marguerite et Ashuanipi). Cette approche s’apparente & celle employée
pour une analyse bayésienne empirique (Berger (1985)). Le vecteur-moyennes et la matrice
des covariances de cet échantillon a priori sont respectivement :

[ 272 /1170 nd 12.82 1591 19.60 10.54 nd 1394\
nd nd nd nd nd nd nd nd
23.3 1870 19.90 23.16 15.60 nd 19.31
_ | 214 g2 26.75 30.70 17.73 nd 23.04
Y= o254 | & ™7 38.41 17.62 nd 28.09
24.0 17.34 nd 14.68
nd nd nd

\ 24.3 / \ 92.35 )

Pour les bassins Téte & la Baleine et Caniapiscau (sites 2 et 7), ces valeurs ne sont
pas disponibles, les stations ayant été mises en service aprés 1962. Les moyennes et les
variances manquantes ont alors été estimées en faisant les moyennes des valeurs correspon-
dantes des six autres sites. Cela est raisonnable puisqu’en transformant les observations
en lame d’eau (I /(km? x s)) elles sont en quelque sorte « normalisées ». Les covariances
impliquant les séries 2 et 7 ont toutefois été fixées & zéro, laissant ainsi les données dé-
terminer seules la nature de la dépendance lors de la mise & jour par le théoréme de
Bayes. Nous désignons respectivement par '§ et Sf, le vecteur-moyenne et la matrice des
covariances « reconstitués » de ’échantillon a priori.

Connaissant 'année de rupture 7, on peut présumer que les observations avant le
changement appartiennent & la méme population que celles de I’échantillon a priori.
Evidemment, cela suppose qu’elles soient stationnaires et qu’aucune rupture ne soit sur-
venue en 1962 ou 1963. Cette hypothése étant raisonnable, il est naturel de choisir 0, =3
puisque E {1, } = ¢,. De maniére analogue, en vertu de E{P} = aB™, il est tout indiqué
de prendre B = a/S\Z. L’incertitude sur ces paramétres est conditionnée par la représen-
tativité de notre ensemble de données a priori. Celle-ci est d’autant plus grande que la
taille de cette séquence est restreinte. On a déja évoqué que la, précision accordée aux
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connaissances a priori sur les paramétres i, i, et P peut &tre ajustée & partir de Ay, Ao
et a. Ces hyperparamétres peuvent d’ailleurs étre comparés & des degrés de liberté. Nous
avons fixé \; = a = 6. Cela signifie que I’information apportée par 1’échantillon a priori
sur les parameétres p; and P est équivalente & celle fournie par six années d’observations
historiques. Par contre, I’échantillon a priori étant probablement moins informatif au sujet
du vecteur-moyennes aprés la rupture, nous avons choisi Az = 1. On a alors une loi plus
diffuse pour i, autour de son espérance a priori ¢,. Faute d’information a priori sur bs,
la valeur y lui fut finalement assignée.

Reésultats

La Figure 5.3 présente la répartition des probabilités a posteriori p (r | D) pour chaque
année ainsi que la densité a priori uniforme.

0.8

amon JEMR L, . 4
1965 1870 1975 1980 1985 1990 1995
Année

F1G. 5.3 - Densité marginale a priori et a posteriori de l'année de rupture pour huit bassins
du nord-est québécois

Sous I'hypothése que chacune des séries d’apports admette une rupture la méme année,
cette distribution suggére que le changement soit survenu en 1984 avec une probabilité
de 73%. Le facteur de Bayes qui compare 'hypothése de changement contre celle du non
changement peut étre calculé & partir de ’expression suivante (équation (E.13) de I’Article
II)

o) = $2010) (e ) (BA) ™, o

B, étant la mise & jour de I’hyperparamétre Bo de la loi Wishart sous I'hypothése de
stationnarité (voir Article III). On obtient ici 47.88, ce qui tend & favoriser I’hypothése
d’une rupture dans les huit séries (forte évidence en faveur du changement selon la Table
4.2). Les résultats tendent donc & appuyer la thése de Rasmussen et al. (1999) selon
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laquelle un changement de moyenne ait pris place vers le milieu des années 80 dans les
séries d’apports hydrologiques intégrant les précipitations hivernales sur la région du nord-
est québécois. Aussi est-il intéressant de pousser ’analyse un peu plus loin, notamment
en estimant les moyennes avant et aprés la rupture.

Le Tableau 5.2 donne les espérances et les écarts-types a posteriori des moyennes de
part et d’autre de ’année de rupture. Les espérances a priori y sont aussi présentées. A ce
propos, on note que la prise en compte des observations vient modifier considérablement
I'information a priori sur les vecteurs-moyennes. La Figure 5.4 montre les intervalles de
crédibilité des moyennes de part et d’autre de ’année de changement.

TAB. 5.2 — Espérances et écarts-types a posteriori des moyennes de part et d’autre de Uannée de
rupture pour les huit bassins versant du nord-est québécois

Bassins versants

1 2 3 4 5 6 7 8

[, Dsp aprion ¢, 272 253 233 274 254 240 253 243
Esp. a posteriori  30.0 235 255 28.6 267 200 240 259

Ee.-ty. a posteriori  (0.99) (0.96) (0.95) (1.10) (1.18) (1.36) (0.98) (L.11)

o Esp. a priori ¢, 27.2 253 233 274 254 240 253 243
Esp. a posteriori 23.4 192 203 251 235 272 204 206

Fc-ty. a posteriori (1.65) (1.48) (1.49) (1.64) (1.75) (1.80) (1.48) (1.72)

(a) (b)
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FIG. 5.4 — Intervalles de crédibilité & 95 pour cent des moyennes avant (a) et aprés (b) la
rupture pour huit bassins du nord-est québécois

A la lumiére des résultats, apport printanier moyen aurait chuté d’environ 20%
" pour les sites Romaine, Téte & la Baleine, Churchill Falls et Ashuanipi, de 15% pour
Caniapiscau, d’environ 11% pour les bassins Outardes et Manicouagan et seulement de 6%
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pour Ste-Marguerite. Pour les bassins situés plus au sud-ouest (Manicouagan, Outardes et
Sainte-Marguerite), les intervalles de crédibilité des moyennes avant et aprés la rupture se
chevauchent. Notons que pour ces trois sites, les apports naturels ont augmenté au début
des années 90 contrairement aux autres bassins pour lesquels le niveau moyen apres la
rupture s’est maintenu jusqu’en 1995. Sans prétendre, au demeurant, & une quelconque
évidence, on pourrait émettre ’hypothése que plus les bassins sont situés & proximité de
la mer du Labrador (nord-est du Québec) plus 'amplitude de la rupture est importante
et plus la baisse d’hydraulicité risque de persister. Cela ne serait guére surprenant si un
changement climatique avait bien eu lieu. En effet, les circulations océaniques de ’At-
lantique Nord devraient avoir plus d’influence sur les conditions météorologiques de cette
région. Evidemment, pour démontrer la validité d’une telle hypothése, il faudrait disposer
d’un plus grand ensemble de sites mieux répartis géographiquement.

En terminant, il convient de signaler que I’ajout des sites Caniapiscau et Ashuanipi
a considérablement diminué le facteur de Bayes obtenu dans I’Article III, qui était de
184.12. De plus, les écart-types a posteriori des moyennes avant et apres le changement
pour les séries 1 & 6 (Tableau 5.2) sont tous sensiblement plus grands que ceux obtenus
lors de la premiére analyse, et ce, malgré le fait qu'on dispose ici d'un échantillon de
taille plus grande. Selon toute vraisemblance, la forte variabilité des apports printaniers &
Caniapiscau, ajoutée au fait que la rupture & ce site semble étre survenue avant 1984 (voir
Figure 5.2), expliquent en grande partie cet accroissement de I'incertitude. Une analyse
effectuée en ne considérant que les sept autres bassins versants tend & confirmer cela: le
facteur de Bayes est alors de 112.05 et tous les écarts-types a posteriori sont inférieurs &
ceux obtenus lors de I’analyse originale (Tableau 3 de 1’Article III).

5.2 Echangeabilité et modéle hiérarchique de rupture

Dans la section précédente, nous avons supposé qu’il y avait une cohérence parfaite
entre les instants de rupture. Selon nous, cette hypothése est restrictive voire irréaliste.
D’abord, méme si les stations forment un ensemble homogéne, rien ne garantit que les fac-
teurs climatiques influencent chacun des bassins exactement de la méme maniére. Ensuite,
la réponse hydrologique d’un bassin versant est assujettie & divers facteurs locaux (infil-
tration, occupation des sols, micro-climat, etc.). Ces derniers, dont la portée peut varier
d’une site & ’autre, sont susceptibles d’influer sur le déclenchement du changement dans
une séquence hydrologique. Il est néanmoins naturel de présumer qu’il existe une relation
structurelle entre les instants de rupture puisque les changements proviennent de la méme
origine.

Dans cette section nous montrons qu'’il est possible de construire des modéles qui
supposent que l'instant de changement varie d’une séquence & ’autre, mais qui permettent
toute de méme de conserver une certaine cohérence régionale entre les dates de rupture.
Signalons que Bélisle et al. (1998) ont proposé un modéle similaire aux nétres dans le
cadre d’une étude longitudinale sur les trains de décharges neuronales.
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5.2.1 Echangeabilité des instants de rupture

Quelle hypothése, moins restrictive que le changement simultané, peut-on faire pour
laisser la liberté & ’instant de rupture de varier d’une station & l’autre tout en préservant
une certaine cohérence régionale? L’hypothése minimale consiste & supposer que les dates
de changement sont échangeables.

L’échangeabilité des quantités aléatoires 71,72, . . . ,Tp, dont la définition suit, est fondée
sur des arguments de symétrie en probabilité.

Définition 4 Les instants de rupture 71,72, ... ,Tp sont dits échangeables si
p (TI3T2> ce 7Tp) =P (T(l)aT(Z)a .o :T(p))
pour toute permutation (7'(1),7'(2), s ,T(p)) et quel que soit p.

L’hypothése d’échangeabilité des instants de rupture implique (théoréme de De Finetls,
voir Bernardo et Smith (1994)), lorsque p est grand, ’existence d’un parameétre de condi-
tionnement 7 tel que:

(172, .. ,Tp)z/{ﬂp(n {W)}p(?\') dr. (5.13)

Dans cette expression, p (7; |7 ) s’interpréte comme un modéle pour le paramétre inconnu
7; déterminé par un vecteur d’hyperparamétres . Ces derniers sont inconnus et eux-
mémes caractérisés par une loi de probabilité p (7). La loi marginale de (71,7a,..- \Tp)
est alors obtenue en intégrant toute l'incertitude sur «. L’expression (5.13) signifie que
les instants de changement sont indépendants lorsque que 7r est connu (indépendance
conditionnelle), mais que marginalement il existe une relation structurelle entre les 7;
apportée par p () : les instants de ruptures pour chaque série appartiennent & la méme
population. La loi jointe p (71,72, .. - ,Tp) traduit ainsi une certaine dépendance entre les
parameétres (71,72,... ,Tp)-

Toutefois, est-on pour autant autorisé & faire 'hypothese d’échangeabilité des instants
de changement? Supposons que nous ayons a notre disposition les dates de rupture d’un
ensemble de p stations et que I’on puisse associer & cette réalisation une probabilité d’oc-
currence. Le fait de connattre & quelle station correspond chacun des 7; est-il susceptible de
modifier cette probabilité? Si la réponse est non, I’hypothése d’échangeabilité est valide.
Si aucune ou trés peu d’information n’est disponible sur les mécanismes d’un changement
climatique, & I’exception du fait qu’il se manifeste de maniére similaire sur ’ensemble des
sites (zone homogene), il est opportun de supposer ’échangeabilité. Généralement, I’igno-
rance implique échangeabilité (Gelman et al. (1995)). Si aucune information ne permet
de distinguer les 7;, de les ordonner ou de les regrouper, on peut en effet supposer qu’il
existe une symétrie entre eux en terme de loi de probabilité. Si toutefois nous disposions
d’une telle information, cette hypothése ne serait pas vérifiée. Par exemple, si une étude
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sur les changements climatiques avait montré que ce phénomeéne était causé principale-
ment par des facteurs qui agissent de maniére directionnelle (d’est en ouest, par exemple),
causant ainsi un déclenchement séquentiel des ruptures, cela invaliderait ’échangeabilité
des 7;. En effet, si tel était le cas, les indices 7 « contiendraient » une information qui nous
aménerait & rejeter ’équiprobabilité pour toute permutation des ;. Notons, par contre,
qu'une telle information concernant la propagation des effets du changement climatique
sur les dates de rupture implique une connaissance trés approfondie du phénoméne. Or,
ce type de connaissance, qui invaliderait notre hypothése, n’est pas encore disponible ou
tout au moins ne fait pas I'unanimité chez les spécialistes en climatologie. Si le doute
persiste, on pourrait quand méme envisager une échangeabilité partielle en incluant dans
le modeéle des variables explicatives, notamment les longitudes et les latitudes.

Dans les chapitres précédents, I’hypothese d’échangeabilité a déja été employée impli-
citement pour les observations. En effet, pour tous les modéles considérés jusqu’ici, on a
supposé que les observations étaient indépendantes et identiquement distribuées connais-
sant 1’ensemble des paramétres (voir ’expression des vraisemblances). La loi marginale
des données, qui correspond au dénominateur du théoréme de Bayes, est d’ailleurs un
mélange de lois du type de lexpression (5.13). Aussi peut-on voir dans I’échangeabilité
et dans le théoréme de Finetti des justifications & ’emploi d’une loi a priori pour repré-
senter les paramétres inconnus d’un modéle. De maniére analogue, si on suppose aussi
’échangeabilité de certains de ces paramétres (par exemple les 7;), il est alors justifié
d’ajouter un niveau au modele. Ce niveau supplémentaire permet ici de formaliser la co-
hérence régionale qui doit exister entre les instants de rupture, et ce, sans imposer que le
changement soit simultané.

5.2.2 Modéle hiérarchique de rupture et stratégie d’estimation

L’hypothése d’échangeabilité sur les paramétres qui caractérisent les ruptures dans plu-
sieurs séries appelle donc la construction d’un modéle 4 structure hiérarchique. Considérons
’ensemble de variables aléatoires (5.1) et le modele général de rupture (3.1) pour chacune
des séquences. Supposons que la cohérence régionale des changements se traduit seule-
ment & travers les dates de changement. Une version possible d'un modéle hiérarchique
de rupture prend alors la forme suivante :

Niveau 1 Y;j %ip(yw l 97,1) y _] = 1,...,7'i
iid . .
Y;Zj ~ p(yzj l 912) y J =T + 17"':77’7 [ 1,---,]7
. iid
Niveau 2 T; : dp (1i | ) (5.14)
01 f;p(eil | @:1)
O ~ PO | dp) i=1..p

Niveau 3 7 ~p(¢)

et s’interpréte comme suit. Des séquences de n observations hydrologiques, y1,¥2,..-,¥p,
sont disponibles en p sites différents. Ces derniers sont liés entre eux en terme de réponse
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hydrologique aux manifestations climatiques: ils forment un ensemble hydrologiquement
homogeéne. Le modéle est composé de deux ensembles de variables constitutives: les pa-
rameétres (7;,0:1,0:2) qui décrivent les manifestations locales & chacune des stations et le
vecteur w qui caractérise la cohérence régionale. Les composantes d’un modéle paramé-
trique de rupture pour les observations sont spécifiées au premier niveau de la hiérarchie.
La rupture dans la séquence i se produit & l'instant 7; et elle est caractérisée par les
vecteurs-parameétres 6;; et 8,5 (par exemple, les moyennes de part et d’autre du chan-
gement dans la série 7). Dans le second niveau, nous posons les modéles a priori pour
I’ensemble de ces paramétres. Les parameétres 0;; et 6,2 ne sont pas échangeables et les
hyperparamétres de leurs lois a priori, ¢;; et ¢;,, sont distincts d’une station & 'autre.
Par contre, les 7; sont considérés comme échangeables et proviennent donc de la méme loi
de probabilité p (7; | 7). Cette distribution dépend d’un paramétre inconnu 7 qui condi-
tionne la répartition spatiale des dates de rupture. Le dernier niveau de la hiérarchie
spécifie enfin 1’état des connaissances sur ce parameétre de cohérence régionale.

Le modele hiérarchique (5.14) a exactement la meéme structure que celui de Bélisle
et al. (1998), ot une rupture dans le parameétre d’une loi de Poisson fut considérée au
premier niveau. Il est utile de représenter ce type de modele par un diagramme directionnel
représentant la structure de dépendance entre les variables constitutives (voir Brooks
(1998) et les auteurs qu'il a cités). La Figure 5.5 présente le schéma correspondant au
modele (5.14).

FIG. 5.5 — Représentation schématique d’un modéle hiérarchique de rupture

Dans ce diagramme, les noeuds représentent les variables. Ceux-cl prennent deux formes:
soit un cercle, auquel cas la valeur de la variable est inconnue et celle-ci est sujette &
estimation, soit un carré, ce qui signifie que la valeur est supposée connue. Les fléches liant
deux noeuds indiquent la présence d’une relation entre les variables correspondantes ainsi
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que sa direction. Dans le schéma, 5.5, par exemple, le noeud £ correspond & « 1’ascendant »
de 7r en ce sens qu'il en détermine la valeur. De maniére analogue, les noeuds 71,72, .. ,Tp
sont les « descendants » de 7r. On déduit de cette figure les expressions suivantes:

Fonction de vraisemblance. Les observations y; de la station 7 dépendent & la fois de
la valeur de 7; et de celle des paramétres 0;; et 6,5. Toutefois, elles ne dépendent de &
qu’a travers 7;. La séquence d’observations y; est donc conditionnellement indépendante
de 7 sachant 7;, ce qui nous permet d’écrire

p(D|61,02,7,7) = p(D|0:,0,,7),

ot D = (y1,¥2,--¥n), ©1 = (011"",01)1)’ O = (9127---79;;2) et T = (71,T2,..- 7Tp)' Or,
puisque les stations ne sont liées entre elles que par le vecteur 7r, on en déduit:

P
D (D I@1,®2,T,7T) = Hp (Yz ]9i1>9i2,Ti) (515)
i=1
= H LHP(?!U | 0:1) H p(yzj | 0:2) }
i=1 F=Ti4+1
Loi jointe des variables constitutives. Les instants de rupture (74,72,...,7,) dé

pendent du vecteur-parameétres 7, mais sont conditionnellement indépendants connais-
sant ce dernier. Les parameétres 8;; et 8;2 ne sont pas reliés aux instants de rupture et
sont indépendants entre eux. Ainsi, on a

p(01,02,7,7) = p(01|¥1)p(02]¥s)p (7 |7)p () (5.16)
= Hp(eilld)il) 1214512)} I:Hp T; ]W):Ip(ﬂ')

Oi]. \Ijl = (¢11,..., pl) et ‘1/2 - (¢12,..., p2).

Loi jointe a posteriori des variables constitutives. Par le théoréme de Bayes, on
peut combiner les expressions (5.15) et (5.16) pour obtenir la loi jointe a posteriori de
'ensemble des paramétres (manifestations locales et cohérence régionale) d’ou I'inférence
peut étre faite:

P

p(01,8,7,w D) o [] { Lﬁ[p(yij | 0:1) p (0i1(9s1) (5.17)

i=1

x ] pws|02)p(0 |¢¢z)}iﬁ(7i l”)}ﬁ(’”)-

J=Ti+l
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La loi jointe a posteriori est fort complexe et n’admet généralement pas d’expres-
sions analytiques explicites pour les densités marginales a posteriori. Néanmoins, I’échan-
tillonnage de Gibbs s’avére particuliérement adapté pour approcher ces derniéres, car la
structure de dépendance du modéle hiérarchique (5.14) permet d’obtenir facilement les
lois conditionnelles complétes. 11 suffit d’appliquer la formule de Bayes par bloc de trois
« générations » dans la Figure 5.5 (Brooks (1998)). En effet, dans le modéle (5.14), la
loi conditionnelle compléte a posteriori d’un noeud en particulier, v, s’exprime comme le
produit

p (v|Reste,D) {H p (u |ascendants de u)] p (v |ascendants de v), (5.18)

u€Cy

ou C,, désigne I’ensemble des descendants de v et ot le terme générique « Reste » englobe
tous les noeuds impliquant des paramétres inconnus. Par exemple, la loi conditionnelle
compléte du paramétre de cohérence régionale, 7, s’écrit de la maniére suivante:

p (7 |Reste,D) = p(7|01,02,7,D) (5.19)
[Hpm xw)} plrlé)

On considere alors que 7 (le paramétre du noeud central) a pour loi a priori celle
spécifiée par & (son ascendant) et doit &tre mis & jour en considérant que 71,72,... ,Tp
(ses descendants) forment un échantillon. On peut procéder ainsi, bloc par bloc, pour
formuler les lois conditionnelles complétes de chaque variable constitutive & une constante
de normalisation prés. Plus précisément, on trouve pour les autres parametres les densités
conditionnelles complétes suivantes:

p(7i|Reste,D) LHP(%J | 6:1) H p (i | 912)} p(rilm), (5.20)

j=T1i+1

p (61 |Reste,D) [JHP (%35 | 011)} p(0i1 1), (5.21)

p(0:2 |Reste,D) o Lﬁ p(ys | 91'2)} p (02 |d:)- (5.22)
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4
p(6;1 |Reste,D), éq. (5.21) P (0:2 |Reste,D), éq. (5.22)

F1G. 5.6 — Détermination des lois conditionnelles complétes a posteriori pour le modéle hié-
rarchique de rupture
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La schéma de la Figure 5.6 illustre la démarche de calcul des distributions condition-
nelles complétes a posteriori en faisant intervenir pour chaque noeud ses ascendants et
ses descendants selon Pexpression (5.18).

Signalons que ces derniéres expressions sont valables quelque soit 4, puisque dans
le modele (5.14) les observations sont indépendantes d’une station & I'autre sachant .
Enfin, si pour chaque bloc de trois générations des lois a priori conjuguées sont choisies, les
constantes de normalisations sont alors déterminées et on peut directement avoir recours
4 Téchantillonnage de Gibbs pour obtenir une approximation des densités marginales a
posteriori.

5.3 Modéle multisite & rupture variable sans effet de
covariation spatiale (MMy)

Dans ce premier modéle hiérarchique (modele MMy), nous supposons que chacune
des séquences admet une rupture en moyenne seulement et que la cohérence régionale se
traduit & travers les dates de changement ainsi que leur intensité. Les observations sont
considérées indépendantes d’une station a 'autre et distribuées selon une loi normale. Les
covariations spatiales entre les observations & divers sites sont prises en compte dans un
second modele hiérarchique présenté 4 la Section 5.4.

Le modéle MM, differe principalement de celui proposé par Bélisle et al. (1998) parce
qu’il suppose ’échangeabilité non seulement des instants de rupture mais aussi de certains
paramétres caractérisant les changements (les moyennes de part et d’autre de la rupture
de chaque série).

5.3.1 Modéle et notation

Considérons ensemble de données (5.1) constitué de séquences de n observations hy-
drologiques disponibles & p stations. Supposons qu’un changement climatique ait engendré
une modification du régime hydrologique se manifestant par une rupture en moyenne dans
chaque séquence 4 & l'instant inconnu 73, i =1,....,p. Le modele de rupture traduisant ce
comportement pour une série particuliére ¢ est le modele M;. Aussi, au premier niveau de
la hiérarchie, les observations sont-elles représentées par:

iid )
Yi; ~ (y‘u | /‘l‘ilaaz) y J= L1,

Yy z"Z.‘L’i-/\/(i‘lij l Li,02), J=Ti+t1..m, i =1,...,p.

Au second niveau, nous spécifions les lois a priori pour caractériser l'incertitude sur les
paramétres décrivant les manifestations locales. Nous adoptons la représentation suivante:
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Ti Zfz\c/i M (t I 7T'1,...,7Tn_1,1) s 1= 1,...,}9,
iid .

pa ~ N (p | é1,01), 1=1,...,p,
iid .

Hio ,LrL (/1’12 ] ¢2)v2>) 1= 17"':pa

1/02 Ng(1/02 | a,ﬁ)a

ou M (t | m1,...,n—1,1), avec m, = Pr (t = h), désigne la loi multinomiale & un seul tirage et
ou G (y | a,b) est la densité de la loi gamma. Nous supposons ici que les instants de rupture
ainsi que les moyennes sont échangeables d’une station & I’autre. A V'instar des instants
de rupture, il nous apparait également justifié de présumer que les moyennes proviennent
de la méme population. En effet, dans la pratique, les hydrologues font implicitement
cette hypothése dans les études régionales de crues: on estime d’abord les quantiles (ou
d’autres paramétres) & chaque site d’une zone homogéne, ensuite on les considére comme
des réalisations d’une variable dépendante dans un modéle de régression multiple faisant
intervenir des facteurs physiographiques de leurs bassins versants; enfin, on emploie ce
modéle régional pour estimer le quantile & un site non-jaugé appartenant a la méme zone
(GREHYS (1996)).

Les parameétres de cohérence régionale sont donc ici @ = (my,...,mu—1), (P1,01) €t
(¢,,v2). Leurs lois de probabilité sont spécifiées au dernier niveau de la hiérarchie. Nous
prenons:

(ﬂ'l,-“aﬂ'n—-l) ~ Dp_y (7!' l é‘l,'“agn—l) s
(¢1)1/U1) ~ N(¢1 l ml)sl) g (1/01 l a'17b1> 3
(¢2,1/v2) ~ N (@3 | ma,s2) G (1/v2 | a2,b2)

ot D1 (11- | € 1,...,§n_1) désigne la loi de Dirichlet. Signalons enfin que par souci de par-
cimonie, nous avons supposé que le terme d’erreur global du modéle posséde la méme
variance o2, quelque soit la station et sur toute la période d’échantillonnage. Le dia-
gramme directionnel de la structure de dépendance entre les variables constitutives du
modele MM, est présenté & la Figure 5.7.

Comme il a été montré & la Section 5.2, & chaque noeud de ce diagramme correspond
une loi conditionnelle compléte que 'on peut déterminer & partir de ’équation (5.18).
Puisque nous avons adopté des lois conjuguées de niveau en niveau, ces distributions,
dont les expressions sont données dans la section qui suit, sont complétement déterminées
et de forme standard. La mise en oeuvre de I’algorithme de Gibbs pour I’estimation des
paramétres est alors simple et directe.
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FIG. 5.7 — Représentation schématique du modéle hiérarchique de rupture MM2

5.3.2 Lois conditionnelles complétes

Etant donnée la structure de dépendance du modéle MM, (Figure 5.7), la loi jointe
de ’ensemble des variables constitutives s’écrit de la maniére suivante:

p(©,D) = H LﬂN(yzy | /‘Lil)az) H N(yij ] Nizﬂz)} (5.23)

i=1 | j=1 j=ri+1

X I:HN(/J'H | ¢17U1)} [HN(Mﬂ l ¢2a’02)} [HM (7| w,l)}

xG (1/0” | a,B) N (¢ | m1,51) G (1/v1 | ar,br)
XN (@ | m2,82) G (1/va | az,b2) Dni (7 | €),

ou, pour simplifier la notation, © désigne I’ensemble des paramétres locaux et régionaux.

A partir de cette expression, on constate effectivement que chacune des lois condition-
nelles complétes peuvent étre obtenues en isolant trois générations dans la Figure 5.7 et
en mettant & jour les hyperparametres du noeud central. Par exemple, pour le parameétre
local p;;, 0on a
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p(0,D)
fp (©,D) duy

. Lﬂj\/ (3 | “i1’02)} N (13 | ¢1,01)

P (ps1 |Reste,D) =

puisque tous les éléments de (5.23) qui n’impliquent pas ce dernier s’annulent. La loi
conditionnelle compléte est alors aisément obtenue en utilisant la conjugaison normale-
normale. De maniére analogue, pour le paramétre de cohérence régionale =, on trouve

_ _p(©D)
[p(©D)dn

o [HM (75 | 1)

Cette expression est entiérement déterminée grace & la conjugaison multinomiale-Dirichlet.
Il en va de méme pour 'ensemble des parameétres du modéle MM,. Aussi les calculs ne
font-ils appel qu’a des résultats standards bien connus concernant les lois conjuguées (voir
notamment Berger (1985), Robert (1992) ou Bernardo et Smith (1994)).

p (7 |Reste,D)

Dpy (7| )

Parameétres pour les manifestations locales

En exploitant la conjugaison normale-normale, nous obtenons les lois conditionnelles
complétes suivantes pour les moyennes de part et d’autre de Pinstant de rupture de chaque

séquence ¢ = 1,...,p:
1 T3 -t ¢1 Yis 1 Ti -t
— + —= —5 =, | =5+ , 24
(vf i 02) (v% T2 v? T (5.24)

J<7;

1 n—7\"[¢, Yij 1 n-7\""
= + 2 A (5 :
<v§ o2 ) <v§ +j>n~ a? v2 T

(5.25)

p (p;; |[Reste,D) =N {Uﬂ

p (o |Reste,D) = N {U’iZ

Pour la variance globale o2, on tire parti de la conjugaison normale-gamma. Il vient
alors:

p(1/0% [Reste,D) =G (1/02

1
o+ %E’i ZZ: ;(% - :u'z'j)2 + ﬁ) . (5.26)
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Enfin, la distribution conditionnelle compléte pour 'instant de rupture 7; (i = 1,...,p)
est une loi discréte qui a la forme de l'expression (5.20). Elle s’écrit ici de la maniére
suivante pour h=1,...n — 1:

Jj=1

Pr(7; = h|Reste,D) = (5.27)

J

h n
[H N (yi5 | pi,0?) TT N (i | /%'2:(72)} Th
J=h+1
1
1

k k
21/\/(% | o) T N (w35 !Mizﬂz):t Tk

j=k+1

Parameétres de cohérence régionale

En utilisant la conjugaison normale-normale-gamma, on a directement:

(1+p>—1 ™o N Bl (1+p>_1 (5.28)
s?2 o2 s? - v |\ s 0P '

pl
a1+ 99 Z;(Nil - ¢1)2 + bl)

p(qﬁl;l/vf |Reste,D) = N[qﬁl

xG (1/7}%

et

p(qﬁz,l/vglReste,D) = N{%

1
xG (1/7)% a2+§,§ Z(Miz — ¢,)? "f'bz) .

Finalement, en vertu de la conjugaison multinomiale-Dirichlet, il vient:

p(m|Reste,D) = Dy (7| & + 1, & + N2y ooy €y +7mm1) (5.30)

ot ny =y b Lirmpy €t ot Ipay est la fonction indicatrice pour ’ensemble A.

5.3.3 Application du modéle MM, & des séries d’apports natu-
rels pour des sites du nord-est québécois

Nous poursuivons ’analyse de la Section 5.1.2 sur les apports naturels annuels des huit
bassins versants en considérant ici le modéle hiérarchique MDMS,. Pour spécifier les lois a
priori, nous avons adopté la méme stratégie. D’abord, aucune année de rupture n'a été
favorisée a priori. Ensuite, la valeur des hyperparametres associés & 02, ¢, v1, Py €t v
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ont été fixés en s’appuyant sur les observations disponibles avant la période concomitante
(1957 & 1962 ).

Pour obtenir un échantillon de la loi jointe a posteriori de ’ensemble des paramétres
du modéle MM,, I’échantillonnage de Gibbs a été mis en oeuvre & partir des lois condi-
tionnelles complétes déterminées & la Section 5.3.2. Aprés quelques expérimentations, le
nombre de réplicats (taille de I’échantillon) pour P'estimation des densités a posteriori a
été fixé & m = 2500 avec un temps de chauffe de ¢t = 2000 itérations (voir Annexe D
pour une bréve analyse de la convergence). Signalons que cette procédure a requis la gé-
nération de 61 variables & chaque cycle. Au total, 2.745 x 10% quantités ont été simulées
dont 1.220 x 10° ont été retenues pour l’estimation. L’exécution des 4500 itérations en
MATLAB, sur un PC Penthium 600, a demandé environ 15 minutes.

Spécification des lois a priori

Afin de laisser les données parler d’elles-mémes en ce qui a trait & Pinstant du chan-
gement, nous avons pris une loi Dirichlet de paramétres ¢; = ... = §,_; = 1/32 pour
caractériser I'incertitude sur 7. En conséquence, la probabilité qu’une rupture survienne
une année particuliére est la méme en moyenne sur toute la période d’échantillonnage.
Les valeurs des autres hyperparamétres ont été assignées & partir du vecteur-moyennes
y et de la matrice des covariances 82 reconstitués. Les lois a priori résultantes sont les
suivantes:

1/0% ~ G(1/0? ] 8,160),
(451,1/’01) NN(¢1 l 2572) g (1/7)1 l 4’8) ’

(62,1/v2) ~ N (¢5125,12) G (1/v2 | 4,8) .

L’espérance a priori de 1/0? correspond alors & la moyenne arithmétique de Pinverse
des variances contenues dans §§ L’espérance a priori de la moyenne régionale avant le
changement, m;, est égale & la moyenne du vecteur § Sa variance est fixée 4 s; = 2, ce
qui correspond a celle de :y: En conformité avec I’application de la Section 5.1.2, nous
avons attribué la méme espérance & la moyenne régionale aprés la rupture, mais lui avons
affecté une incertitude six fois plus grande. Enfin, les hyperparameétres des lois de 1/v; et
1/vq ont été choisis de maniére a ce que I’espérance a priori de ces quantités corresponde
& P’inverse de la variance des éléments §

Reésultats

L’échantillonnage de Gibbs produit pour 7 un échantillon d’une loi Dirichlet & (n — 1)
dimensions. Puisque cette distribution est difficile & visualiser, son analyse nécessite 1’éva-
luation de statistiques qui la caractérisent. On peut notamment se concentrer sur ses
lois marginales. Sachant que les fonctions de densité marginales d’une loi Dirichlet sont
des lois beta, un estimateur « Rao-Blackwellisé » (Annexe D) peut étre considéré pour
les approcher. L’estimateur de la densité pour un des éléments de 7 correspond alors &
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un mélange de densités beta qui sont évaluées & partir des 2500 générations de Gibbs
conservées aprés le temps de chauffe.

L’espérance a posteriori de mjgg4 (probabilité que la rupture survienne en 1984) est
de 0.85. Signalons que toutes les autres années ont une espérance a posteriori inférieure
4 0.008. La densité et la fonction de répartition marginales a posteriori pour miggs sont
présentées 3 la Figure 5.8. Cette figure indique, entre autres, qu’il y a au moins 3 chances
sur 4 que la probabilité d’un changement en 1984 soit supérieure & 80%. Ces résultats
confirment ce qui a été obtenu & la Section 5.1.2 et rejoint 'hypothése de Rasmussen et al.
(1999) voulant qu’une rupture en moyenne ait pris place au milieu des années 80 dans les
séries d’apports hydrologiques de la région.

Densité
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FIG. 5.8 — Densité et fonction de répartition marginales a posteriori de Ti9s4 pour le modéle
MM2

La Figure 5.9 présente les densités a posteriori des moyennes régionales ¢, et ¢,.
Leurs espérances sont respectivement 26.7 et 22.2. Le niveau des apports naturels semble
donc avoir diminué d’environ 4 I/(km? x s) en moyenne sur l'ensemble de la région.
Lintervalle de crédibilité & 95% pour Dintensité de la rupture ([—6.73;~2.20]) indique
qu'une diminution de 6 I /(km? x s) demeure crédible. De plus, cet intervalle ne contient
pas la valeur 0, ce qui suggére qu’une baisse d’au moins 2 1 /(km? x s) est vraisemblable.

Comme l'indiquent le Tableau 5.3 et la Figure 5.10, les apports moyens de part et
d’autre de ’année de rupture varient tout de méme d’'un bassin versant 4 Pautre. La
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F1G. 5.9 — Densités marginales a posteriori de ¢, (trait pointillé) et ¢, (trait continu) pour
MM2

baisse d’hydraulicité maximale est de 7.6 [ /(km? x s) (bassin de la riviére Romaine)
tandis que la baisse minimale est de 3.6 [ /(km? x s) (bassin de la riviere Caniapiscau).
Signalons que les apports moyens estimés ne différent pas substantiellement de ceux ob-
tenus 4 partir du modéle MM, . Toutefois, les écart-types a posteriori des moyennes avant
et aprés le changement ont diminué de maniére significative pour la plupart des sites (voir
Tableau 5.2). Nous pouvons observer d’ailleurs, contrairement & ce qui a été constaté & la
Section 5.1.2, que les intervalles de crédibilité (Figure 5.10) ne se chevauchent plus pour
les bassins des riviéres Manicouagan, Outardes et Ste-Marguerite. Cette baisse d’incer-
titude par rapport aux résultats issus du modéle MM; est particuliérement remarquable
lorsqu’on examine la répartition des probabilités a posteriori des années de rupture 7;
pour chacun des sites. Celles-ci sont données & la Figure 5.11. On constate qu’elles sont
presque dégénérées, affichant toutes une probabilité voisine de un en 1984.

TAB. 5.3 — Espérances et écarts-types a posteriori des moyennes de part et d’autre de [’année de
rupture pour le modéle MM?2

Bassins versants

1 2 3 4 5 6 7 8
Iy Esp. a posteriori  30.2 236 264 286 271 299 242 256

Ec.-ty. a posteriori  (0.86) (0.89) (0.87) (0.87) (0.85) (0.91) (0.90) (0.85)
o Esp. a posteriori  22.6 19.8 206 238 228 255 206 207
Ec.-ty. a posteriori  (1.09) (1.19) (1.11) (1.18) (1.09) (1.37) (1.14) (1.12)
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FIG. 5.10 — Intervalles de crédibilité & 95 pour cent des moyennes avant (a) et aprés (b) la
rupture pour huit bassins du nord-est québécois (modéle MM2)
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F1G. 5.11 — Densités marginales a posteriori des instants de rupture pour le modéle MM?2

Nous soupconnons ici que hypothése d’indépendance spatiale a pour effet de sures-
timer la précision des résultats. Comme nous 'avons déja évoqué, cette hypotheése est
irréaliste et nous pouvons douter de la représentativité du modele MMy pour notre jeu
de données.
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Analyse des résidus

Disposant d’un échantillon pour chaque parameétre du modéle obtenu par 1’algorithme
de Gibbs, on peut facilement en déduire un échantillon des résidus et réaliser les vérifica-
tions classiques du modeéle linéaire. La Figure 5.12 présente, pour chaque site, les résidus
espérés sur papier de probabilité normal. Ici encore, ’hypothése de normalité nous semble
raisonnable.
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F1G. 5.12 — Résidus espérés du modéle MM2 sur papier de probabilité normal
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A chaque itération de I’échantillonnage de Gibbs, la matrice des corrélations spatiales
entre les résidus des huit séries d’apports a été calculée et gardée en mémoire. Aprés avoir
éliminé les 2000 premiers cycles (temps de chauffe), nous disposions alors d’un échantillon
de 2500 matrices. Ce dernier a été utilisé pour estimer la distribution a posteriori de
la matrice des corrélations spatiales des termes d’erreur. Le Tableau 5.4 présente les
espérances marginales obtenues ainsi que les intervalles de crédibilité & 95%. On constate
en particulier que la valeur zéro n’appartient & aucun des intervalles.

L’analyse des résidus confirme donc la présence d’une structure de corrélation spatiale
dans les termes d’erreur du modéle MM,. Cela n’est pas étonnant puisque le modéle
MM, ne prend pas en compte la covariation spatiale. Or, les apports naturels de bassins
versants appartenant au méme ensemble hydrologiquement homogéne sont liés entre eux.
11 est donc nécessaire de modifier le modéle MM, pour prendre en compte les corrélations
entre les apports annuels. C’est ce que nous nous proposons de faire dans la section qui
suit, en introduisant dans le modéle une variable latente.

TAB. 5.4 — Espérances a posteriori et intervalles de de crédibilité & 95 pour cent des corrélations
spatiales des résidus du modéle MM2

2 3 4 5 6 7 8
0.31 0.45 0.37 0.36 0.48 0.11 0.37
[0.22;0.38] [0.35;0.51] [0.29;0.42] [0.28;0.40] [0.38;0.53] [0.04;0.18]  [0.30;0.42]
0.78 0.36 0.29 0.31 0.68 0.70
[0.66;0.83] [0.26;0.41] [0.21;0.35] [0.20;0.37] [0.59;0.72]  [0.60;0.74]

0.53 0.44 0.47 0.70 0.89
[0.42;0.58] [0.35;0.49] [0.35;0.52] [0.58;0.74]  [0.77;0.92]
0.85 0.67 0.49 0.68

[0.77;0.87) [0.58;0.70] [0.40;0.53]  [0.58;0.71]

0.68 0.39 0.56
[0.60;0.71] [0.32;0.43]  [0.48;0.59]

0.34 0.53
(0.25;0.39]  [0.43;0.57]

0.82

[0.73;0.85]

5.4

covariation spatiale (IMMj;)

Modéle multisite a rupture variable avec effet de

Contrairement & MM, le modéle hiérarchique MM, ne prend pas en compte les corréla-

tions spatiales entre les observations. L’analyse des résidus effectuée 4 la section précédente

est révélatrice a ce sujet. D’ailleurs, ce modéle est trés proche de la procédure usuelle,
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contestée au Chapitre 2, qui consiste & appliquer indépendamment une série d’analyses
locales.

Dans cette section, nous proposons un dernier modéle multisite, noté MMs, permet-
tant de prendre en considération une partie de la structure de covariation spatiale. Pour
ce faire, nous exploitons I'idée selon laquelle I'apport naturel est le résultat d’'une com-
binaison de divers facteurs climatiques, hydrologiques et physiographiques. On peut trés
bien imaginer, notamment, que ’apport naturel de I’année j & la station 7 s’exprime de
la maniére suivante:

qg
yz] = K + Zezkfk] + Eij’ 1= 1""7p7 J = 1,""”’ et q S D, (531)
k=1

ou p; est ’apport moyen de la séquence i, f1,...,f; constituent un ensemble de facteurs,
0; correspond & la contribution du facteur k aux apports naturels du bassin 7 et ;; est
un terme d’erreur. L’expression (5.31) correspond en fait & un modéle en composantes
principales, ot chaque facteur intégre, sous forme d’une combinaison linéaire particuliére,
I’ensemble des variables agissant sur le régime hydrologique. Ces facteurs peuvent étre vus
comme des quantités annuelles globales qui contribuent de maniére différente & la réponse
hydrologique de chaque bassin, mais qui induisent tout de méme une certaine covariation
spatiale entre les apports. Il est raisonnable de présumer que le facteur dominant attribue
un poids élevé aux variables de précipitation qui expliquent sans aucun doute le plus la
présence d’une covariation.

5.4.1 Modéle et notation

Souvent, le premier facteur (ou les toutes premiéres composantes principales) « explique »
Pessentiel de la variabilité totale lorsqu’une analyse en composantes principales est appli-
quée & un ensemble de séquences d’apports annuels. C’est pourquoi nous ne considérons
ici qu’un seul facteur. Aussi, le modéle MMj3 ne considére-t-il qu’une partie de la structure
de covariation entre les stations.

Le premier niveau du modéle & effet de covariation suppose que les observations sont
représentées par:

iid .

Yij ~ N (ysj | g +60:Z5,0%), §=1,..,7
Y;j %N(y’tj { [22%) + 9,;Zj,0'2) 3 .7 =T + 1,-'-ana 1= 11"'ap'
ol Z1,...,0n N (2]0,1) et o 0; est un nouveau parameétre local qui mesure la contri-
bution de la variable Z; & I'apport Y;;. Puisque le facteur n’est pas observable, il est
représenté ici par une variable aléatoire Z, appelée variable latente ou cachée (Tanner

et Wong (1987)). Dans la mesure ol le premier facteur d’une analyse en composantes
principales est souvent associé au régime pluvial et neigeux, Z; pourrait étre interprétée
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ici comme une quantité manquante qui caractérisait la précipitation hivernale de ’année
j sur toute la région. Les variables Z1,...,Z, ont été incorporées au modeéle en leur affec-
tant une incertitude par une loi de probabilité. Ici, cette distribution est choisie en vertu
de la définition d’une variable aléatoire normale multidimensionnelle: toute variable nor-
male multidimensionnelle peut s’exprimer comme une combinaison linéaire de variables
aléatoires normales centrées-réduites.

Dans le second niveau de la hiérarchie, nous conservons les mémes lois a priori que
celles spécifiées pour le modéle MM,, mais nous y ajoutons ici une distribution a priori
pour les 6;:

iid :
Ti ~ M (]| 71,000 T0-1,1), $=1,...,0,
iid

Ky ~ N(/'Lzl ! ¢1,’U1), 1= ]-a"')p’
iid .

iz ~ N (o | 25v2) , i=1,..p,

61 ~ N (92 |¢9,~7U9i) s 1= 1,...,p,

1/0? ~ G (1/c* | a,B).

Nous supposons, une fois de plus, qu’ils sont indépendants et normalement distribués
avec comme hyperparamétres de valeurs connues ¢,. et vp,. Enfin, le dernier niveau de ce
modele hiérarchique est identique & celui du modeéle MMy, soit

(W17""7T71—1) ~ Dﬂ—l (71' | 517'“7£n—~1) 3
(¢171/U1) ~ N(¢1 l ml)'sl) g (1/7)1 { a’lyb1> 3
(¢9,1/v2) ~ N (8 | m2,52) G (1/v2 | a2,b2)

La Figure 5.13 présente le diagramme directionnel de la structure de dépendance des
variables constitutives du modele MMjs. Pour simplifier le schéma, seules les variables des
premier et second niveaux y sont représentées. Signalons que le diagramme de la Figure
5.7 est toujours valable puisque le modele MM, est un cas particulier de MMj3 lorsque
Z, = .. = Z, = 0. Ici encore, toutes les lois conditionnelles complétes peuvent &tre
obtenues directement en tirant partie de la structure de dépendance entre les parametres
et en exploitant les propriétés des lois conjuguées.

5.4.2 Lois conditionnelles complétes

Les lois conditionnelles complétes des paramétres locaux f;;, Mg, 1/0% €t 7; peuvent
etre déduites exactement de la méme maniére qu’a la Section 5.2.3. On obtient des ex-
pressions analogues & celles obtenues pour le modéle MM, :
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et

F1G. 5.13 — Représentation schématique du modéle hiérarchique de rupture MM3

1

(1/0% |Reste,Z,D) = G (1 /o? o+ %,5 DO i — s — 0:25)% + ﬂ) . (5.34)

i 7
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s

1/\/ Yij | iy + 0:2;,0%) H N (yi5 | s + 0:25,0* )} Th
J=h+1

J

n—1 k ’
l:H-N’(yzy {ﬂzl +ezja0) H N(yzj ]/1'12+9Z,7a0 )} T

k=1 | j=1 j=k+1
(5.35)

Pr(r; = h|Reste,Z,D) =

ot Z = (Z4,...,2Zy). On retrouve évidemment les lois correspondantes du modéle MM, en
posant Z; = 0 pour tout j.

A partir de la conjugaison normale-normale, nous obtenons les lois conditionnelles
complétes des parametres de contributions ; (i = 1,...,p) et des variables latentes Z;

(j=1,..n):

-1
1 1< bo. 1
p(0;|Reste,Z,D) = N |6; ( . +;2-sz> (5§4+;szdij), (5.36)
j= i g=1
(1 ) )
-+ =) %
U )

1 P
p(Z; [Reste,Z;,D) = N |2 <1+;§;9§) Ze dij, (5.37)

z—-l
1 &L\
(1 +— 293>
o i=1
ou Z(J) = (Zl7---7Zj—17Zj+1;---,Zn), dz'j = (yz] — I‘Li]‘) /0’ et

,__{Nu, si j <,
Kij = Y
,u/iz, s1 7 > T;.

Finalement, ’ajout de variables latentes n’affecte en rien les lois conditionnelles com-
pletes pour les parameétres de cohérence régionale. Aussi ces derniéres demeurent-elles
les mémes que celles obtenues pour le modele MM : équations (5.28), (5.29) et (5.30)
 respectivement pour p(¢;,1/v} [Reste,Z,D), p (¢,,1/v3 [Reste,Z,D) et p (m |Reste,Z,D).

5.4.3 Application du modéle MMj; a des séries d’apports natu-
rels pour des sites du nord-est québécois

L’ajout d’une variable latente au modéle MM, a considérablement ralenti la conver-
gence de 'algorithme de Gibbs (voir Annexe D), ce qui nous a obligé & condidérer un
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temps de chauffe plus grand. Le tracé des valeurs générées (figures D.4 &4 D.6) indique en
effet la présence d’une assez forte dépendance d’une itération & l'autre. Apres quelques ex-
périmentations, le temps de chauffe a finalement été fixé a.¢ = 5000 itérations. Nous avons
toutefois conservé le méme nombre de réplicats m = 2500 pour 'estimation des quantités
a posteriori. L’application du modele MM3 a nécessité la génération de 101 variables a
chaque cycle (huit paramétres de plus que MM, et 32 valeurs de la variable latente Z;).
Au total, 7.757 x 10° quantités ont été simulées dont 2.525 x 10% ont été retenues pour
Pestimation. L’exécution des 7500 itérations a demandé moins de 30 minutes.

Spécification des lois a priori

Nous avons considéré pour 7, 02, ¢, v1, @, €t vz les mémes lois a priori que celles
employées & la Section 5.3.3. Nous avons assigné & I'ensemble des contributions 6; une
espérance nulle, supposant ainsi qu’a priori aucun effet de covariation spatiale n’était
présent. Nous avons supposé que leur variance était du méme ordre que celle de ¢, soit
égale & 2. Ce choix, plutot arbitraire faute d’information a priori, n’a pas fait Yobjet
d’une étude de sensibilité approfondie. Les quelques éssais effectués ont montré que les
estimations des parameétres d’intérét sont peu sensibles & de faibles perturbations de la
loi a priori des ;. Ce choix devrait étre soumis & une analyse plus intensive. Il est donc
utilisé ici & des fins d’illustration.

Résultats

L’espérance marginale a posteriori maximale de 7 est obtenue en 1984 avec la valeur
0.75. La seconde plus grande espérance est 0.02 et correspond & I’année 1980. La densité
et 1a fonction de répartition a posteriori pour miggs sont présentées 4 la Figure 5.14. Elles
affichent ici une plus grande incertitude que celles obtenues & partir du modéle MM,
(Figure 5.8). Il y a, par exemple, moins de chances que la probabilité d’un changement en
1984 soit supérieure 3 80% (une sur trois). Cette augmentation de I'incertitude se traduit
dans ’ensemble des distributions marginales a posteriori.

Les densités a posteriori des moyennes régionales ¢; et ¢, sont tracées & la Figure
5.15. Elles sont plus diffuses que celles obtenues avec le modele MM, (Figure 5.9) et se
chevauchent. Leurs espérances respectives sont toutefois identiques & celles calculées avec
MM, (26.7 et 22.2). L'intervalle de crédibilité a 95%, [—6.81; —1.43], pour I'amplitude
régionale de la rupture est plus large. Il indique que la baisse du niveau des apports sur
I’ensemble de la région peut atteindre prés de 71 /(km? x s) en moyenne. Cet intervalle ne
contient pas la valeur 0 et suggére une baisse d’au moins 1.4 1 /(km? x s). Au nivean local,
la baisse d’hydraulicité est toujours maximale pour le bassin de la riviére Romaine (site
1) et minimale pour Caniapiscau (site 2) (voir Tableau 5.5 et Figure 5.16). Ici encore,
les apports moyens estimés sont sensiblement les mémes que ceux obtenus & partir du
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MM8
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FI1G. 5.15 — Densités marginales a posteriori de ¢, (trait pointillé) et ¢o (trait continu) pour
MM3

modele MM,;. Toutefois, les écart-types et les intervalles de crédibilités sont beaucoup
plus proches de ce qui a été obtenu avec le modéle & rupture simultanée MM; que ceux
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issus du modéle sans covariance spatiale MM,.

TAB. 5.5 — Espérances et écarts-types a posteriori des moyennes de part et d’autre de ’année de
rupture pour le modeéle MM8

Bassins versants

1 2 3 4 5 6 7 8

Uy Esp. a posteriori 304  23.5  26.1 28.5 268 300 242 26.3
Ec.-ty. a posteriori (0.75) (1.11) (0.77) (0.88) (0.87) (1.02) (1.22) (0.88)

Mo Esp. a posteriori 22.8 195 204 246 233 26.7 206 20.7
Ec.-ty. a posteriori (1.06) (1.21) (1.12) (1.32) (1.31) (1.49) (1.18) (1.30)
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F16. 5.16 — Intervalles de crédibilité a 95 pour cent des moyennes avant (a) et aprés (b) la
rupture pour huit bassins du nord-est québécois (modéle MM3)

La Figure 5.17 présente la répartition des probabilités des années de rupture 7; pour
chacun des sites. On remarque, en particulier, une plus forte variabilité pour les bassins
versants des riviéres A la Baleine (site 2) et Caniapiscau (site 7 )- Rappelons que nous
avions déja émis ’hypothése que le changement de moyenne dans les apports annuel a
Caniapiscau ait pu survenir au début des années 80.

Analyse des résidus

L’introduction d’une variable latente dans le modeéle hiérarchique de rupture avait
pour objectif de tenir compte de la covariation spatiale révélée par I’analyse des résidus
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F1G. 5.17 — Densités marginales a posteriori des instants de rupture pour le modéle MM3

du modeéle MM,. Pour vérifier si cet ajout au modéle a permis d’extraire une partie de
la structure de corrélation, nous avons étudié, comme & la Section 5.3.3, les résidus du
modéle MMs3.

Le Tableau 5.6 présente les espérances des corrélations spatiales des résidus ainsi que
les intervalles de crédibilité & 95%. On note, en comparant les résultats obtenus avec
ceux du Tableau 5.4, que toutes les corrélations ont diminuées. Pour certaines (prés de
la moitié), Pintervalle de crédibilité contient la valeur zéro. L’introduction d’une variable
latente a donc considérablement amélioré le modéle. Toutefois, certaines corrélations n’ont
que trés peu diminué. Pour corriger ce probléme, on pourrait envisager d’introduire une
seconde variable latente au modéle.

Disposant d’un échantillon de 33 résidus pour chacune des séquences, il est intéres-
sant, dans la méme foulée, de vérifier I'hypothése d’indépendance interannuelle. Nous
avons donc calculé & chaque itération 'autocorrélation d’ordre 1 des résidus pour chacune
des séquences. La Figure 5.18 montre les distributions empiriques et le Tableau 5.7 pré-
sente les intervalles de crédibilité & 95% pour I’autocorrélation des résidus. On constate,
dans ’ensemble, que la dépendance entre résidus successifs dans le temps est faible sinon

inexistante.
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TAB. 5.6 — Espérances a posteriori et intervalles de de crédibilité o 95 pour cent des corrélations
spatiales des résidus du modéle MM3

2 3 1 5 6 7 8
[ oo 0.13 -0.04 ~0.01 0.22 0.34 -0.10
[0.17;0.15]-0.07;0.30)  [-0.25;0.16]  [-0.20;0.15]  [0.04;0.36]  [-0.51;-0.15]  [-0.33;0.13]
) 0.58 -0.29 -0.33 -0.25 0.42 0.38
0.36;0.72] [-0.51;-0.05] [-0.52;-0.12] [-0.45;-0.06] [0.21;0.56]  [0.15;0.57]
. -0.21 -0.30 -0.19 0.36 0.68
[0.47;0.04]  [-0.52;-0.06] [-0.42;0.03] [0.13;0.53]  [0.44;0.81]
. 0.62 021 -0.10 0.02
[0.45;0.74]  [0.03;0.40) [-0.34;0.12]  [-0.25:0.27]
; 0.30 -0.22 -0.18
[0.12;0.46]  [-0.44;-0.01]  [-0.43;0.08]
6 -0.28 -0.19
[-0.49;-0.08]  [-0.44;0.05]
. 0.62
[0.41;0.77)

100

~ 50

84

50

—-OTL -85‘4‘L—
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Autocorrélation (ordre 1) Autocorrélation (ordre 1)

F1G. 5.18 — Distributions a posteriori de lautocorrélation d’ordre 1 pour
chacun des bassins versants

Enfin, la Figure 5.19 montre que les résidus espérés sur papier de probabilité normal
sont distribués linéairement, ce qui supporte ’hypothése de normalité. Mentionnons qu’on
pourrait trés bien appliquer notre méthode 4 des données transformées si cette derniére
hypothése n’était pas satisfaite.
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TAB. 5.7 — Intervalle de crédibilité & 95 pour cent pour le coefficient d’autocorrélation d’ordre 1

1 2 3 4 5 6
[0.04;0.16] [-0.24;0.18] [0.05; 0.46] [-0.25; 0.26] [0.03; 0.40] [-0.03; 0.32]
7 8

[0.02;0.34] [-0.11; 0.43]
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F1G. 5.19 — Résidus espérés du modéle MM3 sur papier de probabilité normal
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5.5 Discussion

Dans ce chapitre, nous avons formalisé 'hypothése courante selon laquelle il devrait
exister une certaine cohérence régionale entre les caractéristiques des changements dans
une zone homogeéne. Partant d’abord de ’hypothése réductrice d’une rupture simultanée,
la structure conditionnelle par niveau des modéles hiérarchiques a ensuite été exploitée
pour poser des modeéles plus réalistes. Ceux-ci laissent la possibilité & 'instant de rupture
de varier d’une série 4 'autre tout en conservant la cohérence régionale. Au-deld du
probléme de la non-stationnarité, nous avons montré que la perspective bayésienne et les
outils de calcul MCMC permettent le développement et la mise en oeuvre de modéles plus
représentatifs du phénoméne & ’étude. Selon nous, il n’y a plus de raison de se limiter au
développement de procédures « empiriques », qui reposent sur des hypothéses implicites
et mal définies. Il est désormais possible, grace & ces outils, d’intégrer dans un modéle
probabiliste les particularités du phénoméne d’intérét.

Le modéle MMj3 constitue ’aboutissement des développements méthodologiques effec-
tués jusqu’ici dans cette thése. Bien entendu, ce dernier demeure incomplet et peut étre
amélioré. Les résultats de I’analyse des résidus indiquent, comme on pouvait s’y attendre,
que le modele MM3 ne mobilise qu'une partie de la structure de corrélation spatiale qui
existe entre les observations. Une seconde variable latente devrait donc étre ajoutée au
modele. Celle-ci permettrait sans doute de prendre en compte 1’essentiel de la covariation
spatiale.

Du point de vue pratique, les applications présentées tendent & confirmer la présence
d’une baisse d’hydraulicité en 1984 dans les séries d’apports du nord-est du Québec.
Ce résultat souléve le probléme de la planification d’aménagements futurs dans cette
région et devrait attirer 'attention des hydrologues et des gestionnaires. Nous pensons
plus particuliérement aux projets hydroélectriques de la riviére Churchill qui nécessiteront
notamment la dérivation partielle la riviére Romaine. Rappelons que, selon nos résultats,
la baisse d’hydraulicité est maximale pour le bassin de cette riviére. Est-ce qu’Hydro-
Québec, chargée de dériver la riviére Romaine, prend en compte la possibilité qu’il y ait
eu un changement de moyenne dans les apports? Nous pensons aussi & ’'aménagement
d’une nouvelle centrale sur la riviére Toulnustouc située dans le complexe hydoélectrique
de Manicouagan. Quel est ’effet des incertitudes portant sur cette baisse d’hydraulicité
pour 'aménagement optimal de cette centrale? Nous abordons cette question dans le
chapitre qui suit.



Chapitre 6

De l’inférence a la prise de décision:
I’aménagement d’une centrale
hydroélectrique

Au Chapitre 2, nous avons insisté sur 'importance des éléments décisionnels du trai-
tement statistique de données hydrologiques. Notre question de recherche fait d’ailleurs
référence aux décisions relatives & 'aménagement d’une structure hydraulique. Jusqu’ici,
nous nous sommes attachés a construire des modéles probabilistes de rupture et & dévelop-
per les outils permettant de quantifier les incertitudes des paramétres et des hypothéses
liées aux modeles. Les méthodes proposées n’ont été illustrées que par des exemples de sta-
tistique inférentielle. L’estimation de la date et de amplitude du changement (Chapitres
3 et 5) et la vérification de l’existence d’une rupture (Chapitre 4) sont des problémes
types d’inférence abordés dans les chapitres précédents. Dans un contexte strictement cli-
matologique, oil 'objectif principal est la détection et ’analyse d’un éventuel changement
climatique, nos méthodes constituent des outils satisfaisants. Toutefois, puisque amé-
nagement d’une structure hydraulique nécessite de prendre des décisions opérationnelles
en aval de P’analyse des données, on ne peut se limiter 4 'inférence seule. En effet, les
conséquences relatives aux actions qui pourraient étre entreprises sur la base de nos mo-
deles ne sont pas prises en compte. Aussi la caractérisation et la détection d’une rupture,
quoiqu’essentielles, sont-elles insuffisantes pour répondre entiérement & notre question de
recherche.

Dans ce chapitre, nous montrons comment ’analyse bayésienne permet d’intégrer des
modeéles de rupture dans une démarche décisionnelle compléte, qui prend en compte non
seulement les diverses incertitudes (échantillonnage et modeles), mais aussi les consé-
quences de ’ensemble des actions possibles. Pour ce faire, nous considérons le probléme
concret de Paménagement, par Hydro-Québec, d’une centrale sur la riviére Toulnustouc,
ol une approche économique formelle peut étre tentée. Cette illustration, bien qu’issue
d’un cas réel, est schématique dans la mesure ol seuls les aspects économiques liés & la
production énergétique & ce site ont été intégrés. Nous ne tenons pas compte, d’une part,
que I’évaluation des conséquences devrait &tre effectuée en considérant le potentiel de pro-
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duction de ’ensemble des sites du parc d’équipement d’Hydro-Québec. Par conséquent,
ce cas d’étude peut étre vu comme celui de 'aménagement d’une centrale hydroélectrique
privée. D’autre part, nous ne prenons pas en considération les impacts environnementaux
d’un tel projet et les compensations que la compagnie pourrait étre amenée & verser aux
autochtones puisque cette centrale sera construite dans un territoire revendiqué par ces

derniers.

6.1 Problématique étudiée: la centrale de Toulnustouc

Hydro-Québec envisage la construction d’un nouveau barrage en remblai & environ 14
km en aval du barrage Sainte-Anne (complexe hydroélectrique Manicouagan) situé sur la
riviere Toulnustouc, au nord de Baie-Comeau (Figure 6.1). Une centrale hydroélectrique
en surface sera construite en rive gauche de la riviere, & 14 km du futur barrage. Sa
construction devrait étre entreprise en 2002. La centrale de Toulnustouc devrait avoir une

capacité de 440 mégawatts.

7/ o
Pro}et
/ Toulnustouc

S Projet %, Bursimis-1
Betsiamites o ~

Berslm:s-i

Fic. 6.1 — Situation géographique de la future centrale sur la riviére Toulnustouc

Schématiquement, le probléme du dimensionnement d’une centrale hydroélectrique
consiste & choisir un débit d’équipement d (la décision) auquel correspond un type d’amé-
nagement. Le gestionnaire doit d’abord supporter un cott total d’investissement, C (d),
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que nous supposons indépendant du régime hydologique. Par contre, les revenus antici-
pés pour un type d’aménagement donné dépendront non seulement du débit d’équipe-
ment, mais aussi de caractéristiques du régime hydrologique réel de la riviére. Le dé-
bit annuel moyen, p, est la quantité qui a le plus d’importance dans la conception et
le dimensionnement des divers ouvrages d’un complexe hydroélectrique (Hydro-Québec
(1995)). 11 est donc naturel de choisir le débit d’équipement d qui maximise les bénéfices
B (d,u) = R (d,u)—C (d), ot R (d,u) correspond au revenu anticipé pour un aménagement
d avec un débit moyen annuel .

L’hypothese d’un cott fixe indépendant de p peut étre contestée. Toutefois, selon les
spécialistes, le cot d’investissement ne varie que trés faiblement avec le débit moyen
par rapport a 1’énergie produite. C’est pourquoi, les aléas n’ont été intégrés que dans la
fonction de revenu.

Pour dimensionner la centrale de la riviére Toulnustouc, nous distinguons donc les
trois quantités suivantes:

— Un débit d’équipement d possible. L’ensemble des actions considéré pour cette illus-
tration est A = {d|d € [225 m3/s ; 360 m3/s|}.

~ Le débit moyen annuel u de la riviére, état de la nature inconnu et incertain. Cette
valeur est appelée le module par les hydrologues d’Hydro-Québec. Dans la suite,
nous utilisons cette terminologie.

— Le débit d’équipement d* optimal choisi.

La Figure 6.2 présente les apports naturels annuels au réservoir Sainte-Anne. Ces
données constituent 'information de base pour déterminer le débit d’équipement de la
centrale. Le module 7, estimé sur toute la période d’échantillonnage comme il est d’usage
a Hydro-Québec (Hydro-Québec (2000)), est de 186 m?/s.
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FIG. 6.2 — Apports naturels annuels (m3/s) observés au réservoir Sainte-Anne

Ce site du nord-est du Québec pourrait admettre une rupture en moyenne au milieu
des années 80. Méme de faible amplitude, ce changement peut étre effectivement présent.
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En effet, de nombreux sites dans la région présentent, & peu prés la méme année, une
baisse du niveau moyen de magnitude non négligeable (voir les applications du Chapitre
5).

Dans la suite de ce chapitre, nous nous concentrons d’abord sur la construction des
fonctions économiques C (.), R(.) et B(.). Ensuite, nous déterminons le débit d’équi-
pement optimal pour 'aménagement de la centrale en tenant compte de la variabilité
naturelle du module et de I’éventualité d’une rupture (incertitude structurelle).

6.2 Fonctions économiques

La construction des fonctions de cofit, des revenus anticipés et des bénéfices a été réa-
lisée en collaboration avec deux spécialistes d’Hydro-Québec et en s’appuyant sur les don-
nées énergétiques et économiques tirées du rapport d’avant-projet Hydro-Québec (2000).

6.2.1 Fonction de cott

La construction d'une centrale pour un débit d’équipement d nécessite d’abord de
supporter un colt d’investissement fixe C (d). Compte tenu que les cofits marginaux sont
décroissants, il est naturel de supposer que la fonction C (d) soit concave. Dans Hydro-
Québec (2000), le cotit global de construction pour des débits d’équipement d de 200, 225,
250, 275 et 300 m?/s a été évalué. De plus, les spécialistes de la société nous ont fourni
les cotits relatifs & des débits d’équipement de 337 et 375 m3/s. Le résultat de ces calculs,
effectués sur la base du module estimé de 186 m3/s, est donné au Tableau 6.1. Les valeurs
sont exprimées en dollars constants de 1999.

TAB. 6.1 — Cott global de construction en dollars constants de 1999 pour divers débits d’équipe-
ment

d (m3/s) 200 225 250 275 300 337 375
C(d) (MS) 526 520 534 541 547 558 569

La Figure 6.3 présente, d’une part, les points expérimentaux et d’autre part le résultat d’un
ajustement linéaire obtenu par les moindres carrés et qui a pour équation C (d) = 453 +
0.31d. Comme le montre la répartition des points expérimentaux, la relation semble bien
linéaire, du moins pour I’ensemble des actions considérées, & savoir [225 m3/s ; 360 m3/s].

6.2.2 Fonction des revenus anticipés

A chaque débit d’équipement d correspond un revenu qui n’est pas déterministe puis-
qu’il est fonction de la production énergétique, elle-méme dépendante du module incertain
du réservoir Sainte-Anne. On suppose que le propriétaire de la centrale doit livrer 4 la fois



CHAPITRE 6. DE L’INFERENCE A LA PRISE DE DECISION: L'’AMENAGEMENT D'UNE CENTRALE
HYDROELECTRIQUE 101

o
©
5P

)

global (

Colit

484

0 250 | 300 355 T 450
Débit équipement (d)

00 150 204

F1G. 6.3 — Fonction de codt pour ’aménagement de la centrale sur la riviere Toulnustouc

de ’énergie ptre et de la puissance. Sur la suggestion des spécialistes d’Hydro-Québec,
nous avons adopté une fonction de revenu simplifiée définie par:

R(d,n) = (Valeur actualisée de ’énergie) x & (d,u) (6.1)
+ (Valeur actualisée de la puissance) x £ (d,u),
= ($150000/GWh) x & (d,u) + ($75000/GWh) x & (d,p),

ot € (d,u) désigne la production moyenne annuelle pour un module i et un débit d’équi-
pement d. Cette fonction de revenu, trés conservatrice sur le plan commercial, respecte la
situation actuelle qui prévaut & Hydro-Québec. La société d’Etat préfere sous-estimer les
revenus anticipés de maniére & s’assurer que la centrale soit rentable si le marché devient
subitement défavorable. La fonction £ (d,u) aurait les caractéristiques suivantes:

— Pour un débit d’équipement nul, ’énergie produite est nulle.

— Pour toute valeur de d inférieure & d; () = 0.8, ’énergie produite serait directe-
ment proportionnelle au débit d’équipement, c’est-a-dire &€ (d,u) = cud. En d; (1),
’énergie produite est désignée par & (u).

— Pour les débits d’équipement supérieurs & d; (1), la fonction d’énergie serait faible-
ment concave et atteindrait une valeur maximale & (i) en dy (). Il est raisonnable
de considérer que cette portion peut étre représentée par une fonction linéaire, mais
de pente oy < .

~ Enfin, I’énergie maximale et le débit d’équipement pour lequel elle est atteinte varie-
raient en toute proportion avec U'intensité du module x. Plus précisément, quelque
soit p; # p;, on a

dz (k) = %dz (F’“j) , &) = %82 (/‘j)
] J
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Le schéma de la Figure 6.4 montre 1'allure de la fonction d’énergie retenue pour ’étude.
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F1G. 6.4 — Schéma de la fonction d’énergie pour 'aménagement d’une centrale

En somme, pour un module p, les installations ne suffiraient pas & turbiner toute ’eau
disponible si le débit d’équipement est inférieur & dp (11). On devrait alors déverser, ce
qui se traduirait par une perte d’énergie. Plus le débit d’équipement est faible, plus cette
perte est grande. On pourrait qualifier ce seuil d (1) de débit d’écrétement. Au-dela de
cette valeur, la centrale serait suréquipée. :

Pour définir la forme finale de la fonction d’énergie, nous disposons d’un ensemble de
cing valeurs de production annuelle relatives & des débits d’équipements de 200, 225, 250,
275, 300 m®/s et calculées pour le module estimé 7i = 186 m?/s. Ces derniéres, tirées du
rapport d’avant-projet Hydro-Québec (2000), sont présentées au Tableau 6.2 et tracées
en fonction des débits d’équipement & la Figure 6.5 .

TAB. 6.2 — Production annuelle cal-

culée pour un module de E" " R ®
186 m3/s 9?37 ®
G
(m3/s)  (Gwh) 2 .
200 2352 g
225 2 364 g
250 2 376 m;'
275 2377 E R

s 270
Débit équipement (d)

300 2379

F1G. 6.5 — Production annuelle calculée
pour un module de 186 m3/s
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On note que la valeur maximale est d’environ &, () = 2377 GWh et est atteinte pour
un débit d’équipement dy (1) = 250 m?/s. Cette information, ainsi que les caractéristiques
décrites plus haut, nous permettent de définir entiérement une fonction de revenu, et ce,
quelque soit le module u. La Figure 6.6 présente le tracé des fonction de revenus résultantes
pour un ensemble de valeurs de pu.

< ©=240
& i
2 | T T T T T T ~— =186
4
£
Q
>
)
@
pu=140
%56 150 200 50 300 350 300 350

Débit équipement (d)

FIG. 6.6 — Fonction de revenu pour 'aménagement de la centrale sur la riviére Toulnustouc

6.2.3 Fonction des bénéfices et des pertes

La fonction des bénéfices B (d,u) = R (d,u) — C(d) est aisément obtenue. Elle est
tracée a la Figure 6.7a pour diverses valeurs de module p. On constate que pour plusieurs
modules, la centrale est déficitaire. Cela est da 4 la fonction de revenu (équation 6.1) qui
est conservatrice. Nous considérons donc pour la suite la fonction de perte, P (d,u) =
—B(d,u), que nous cherchons & minimiser (Figure 6.7b).

(@ 7 T ¥ T " v (b) 25
e 1 205 1 e =140
104 “—— u=240 15¢-
g 50 104
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@ ol T TIEIIT— g 50 \\\\ —_——’___.f
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FIG. 6.7 — Fonction de bénéfice et de perte pour l'aménagement de la centrale sur la riviére
Toulnustouc



104 ANALYSE BAYESIENNE D'UNE RUPTURE EN HYDROLOGIE

6.3 Analyse bayésienne compléte

En matiére d’aménagement de structures hydrauliques, il est d’usage de considérer les
problémes d’inférence et de décision opérationnelle comme censés étre de natures diffé-
rentes. Cette approche séparatrice implique de prendre une décision en considérant les
valeurs estimées et les hypothéses comme certaines. Le traitement séparé de ces deux
problémes néglige ’aspect essentiel qui les lie: la propagation des diverses incertitudes
hydrologiques de mesure, d’échantillonnage et de modélisation. Il est intéressant d’envi-
sager ces deux problémes dans un contexte global pour mieux apprécier I'incidence de
ces incertitudes sur le choix d’une action. Nous montrons dans cette section comment
Papproche bayésienne permet la prise en compte des incertitudes lors du choix d™un débit
d’équipement.

6.3.1 Analyse décisionnelle déterministe

Il est clair que le processus d’occurrence des apports annuels Yi,...,Y;, du réservoir
Sainte-Anne est un processus aléatoire. A Hydro-Québec, il est d’usage de supposer que
les apports annuels sont indépendants et identiquement distribués selon une loi normale.
Nous considérons donc le modele stationnaire My pour représenter les apports annuels du
réservoir lac Sainte-Anne:

#d .
Y, ~ N (g | po?), i=1,..,n

La détermination du débit d’équipement est effectuée ici de mainiére déterministe,
c’est-d-dire en supposant que le modeéle M, correspond exactement & la réalité et que
ses parameétres sont connus sans incertitude. Cette analyse pourrait paraitre irréaliste
si elle ne correspondait pas & 'approche utilisée dans le rapport Hydro-Québec (2000).
Certes, les paramétres u et o2 ne sont pas connus, mais I’hydrologue peut en donner des
estimations et on fait ensuite comme si ces valeurs estimées correspondaient aux valeurs
exactes. Dans Hydro-Québec (2000), le débit d’équipement est déterminé en supposant
que le module réel correspond exactement & 1 = 7 = 186 m3/s.

Le paramétre y étant connu, la décision déterministe optimale dy est telle que:

P (do,p) = NginP (d,p) .

Pour la fonction de perte retenue dans notre étude, il est clair que le débit d’équipement
optimal dans un contexte certain est de 250 m?/s (voir Figure 6.7b). En effet, il correspond
au minimum de la fonction de perte pour un module de 186 m?3/s.

Signalons que dans I’étude d’avant-projet (Hydro-Québec (2000)) on recommande
I’emploi d’un débit d’équipement de 225 m3/s. Ce résultat a été obtenu en minimisant le
cott global d’investissement (voir Tableau 6.1 et Figure 6.3).
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6.3.2 Analyse décisionnelle avec prise en compte des incerti-
tudes

Nous considérons que les apports annuels du réservoir Sainte-Anne, Y7,...,Y,, sont issus
de I'un des deux modéles unidimensionnels suivants:

Modele My: Y; ~ N (4| 41,02, i=1,..,n

MOdé].e M1: Y’L NN(yz | Ml)az), i= 1,“.’7_
Yi v N (4 | pg,0?), i=7+1,...,n

Nous avons adopté des probabilités a priori égales pour chaque modéle (poids équivalents
aux hypothéses de changement et de non changement): p (M) = p(M;) = 1/2. En ce
qui concerne leurs paramétres, nous avons utilisé les mémes lois a priori qu’a la Section
4.2, soit des distributions de la famille normale-gamma inverse :

Mo: p(60) =N (1 | 61,M0%)ZG (0° | ,8),
Mi: p(01) =N (1 | 61,002) N (g | 3,220%) IG (02 | ,B) p (1),

ol 0y désigne ’ensemble des parameétres du modeéle My, et ou une loi uniforme fut consi-
dérée pour la répartition annuelle des probabilité a priori de rupture p (7). Les hyperpara-
metres (@;,A1,09,A2,0,3) ont été spécifiés sur la base des résultats obtenus & la Section 5.4.3
en appliquant le modéle régional MMj3 aux apports des bassins versants Romaine, Ala
Baleine, Churchill Falls, Manicouagan, Outardes, Outardes, Ste-Marguerite, Caniapiscau
et Ashuanipi. On suppose donc que le réservoir Sainte-Anne appartient au méme en-
semble hydrologiquement homogéne. En ramenant en m3/s les espérances et les variances
régionales a posteriori des moyennes de part et d’autre de ’année de rupture, les valeurs
choisies sont telles que:

B{u} =214, BE{u} =174, V{u} =252, V{u,} = 189, E {c°} = 592

La Figure 6.8 présente, avec les apports annuels en m®/s, les densités de probabilité
a posteriori des paramétres d’intérét du modele de rupture M;. Le facteur de Bayes qui
compare I’hypothése de changement contre celle du non changement a aussi été calculé.
On obtient ici 17.52, ce qui tend & favoriser ’hypothése d’une rupture. Les probabilités a
posteriori calculées pour chacun des deux modéles sont respectivement p (M |y ) = 0.054
et p(M; |y) = 0.946.

Le choix d’une action parmi un ensemble d’alternatives nécessite un critére de préfé-
rence. Dans la perspective bayésienne, le critére d’analyse des incertitudes est I’espérance
mathématique a posteriori de la fonction de perte (Berger (1985), Robert (1992), Bernardo
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F1G. 6.8 — Apports naturels du réservoir Saite-Anne et densité marginale a posteriori des
paramétres du modéle M1 :

et Smith (1994)). Pour les modéles My et M, elles s’expriment respectivement de la ma-
niére suivante: '

B, {P(d)ly Mo} = / P (dyia) 2 (1 1y, Mo) diy (6.2)
= [P @) ST (mn|dho (48)7 200 ) iy

et

E {P(dy)lyM} = / P (d,po) p (12 [y, M) dpsy (6.3)
= /7J (d,po) [z_:p (r|yM)ST (#2 l¢/2,a, ( Izﬂ,)—l ’20/)} dpsy,

o (¢7,A1,¢5,A5,¢',3") sont les hyperparamétres mis & jour au regard des apports annuels

observés au réservoir Sainte-Anne. Les expressions de ces hyperparamétres sont donnés
en annexe de I’Article IT (Annexe B).
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Pour un modeéle donné My, si donc les incertitudes sur les paramétres sont prises en
compte, le gestionnaire peut choisir la décision de Bayes d*, c’est-a-dire celle qui minimise
la perte espérée a posteriori:

= Arg l\/ain E.{P (d,n) ly,Ms}. (6.4)

S'il veut de plus considérer I'incertitude structurelle (incertitude de modéle), il choisira
(Bernardo et Smith (1994), Chapitre 6)

d” = Arg Min B, {P (d.p) |y }, (6.5)

ou

E,{Pw)]y}=pMoly)E.{P(dw)ly, Mo} +p(M:|y)E.{P (d,uz) |y, M1 }. (6.6)

La Figure 6.9 représente la perte espérée comme une fonction des débits d’équipement.
La courbe continue est celle qui correspond aux résultats obtenus sous I’hypothése d’un
changement de moyenne certain (expression (6.3)). Elle n’intégre donc que I'incertitude des
paramétres. La courbe en pointillé considére la possibilité qu'il n’y ait pas de changement
et intégre alors 'incertitude structurelle (expression (6.6)).

Les débits d’équipement optimaux d* ainsi que les pertes encourues sous les hypothéses
Mo, M; et M = {My,M;} sont donnés au Tableau 6.3. On y retrouve aussi les pertes
relatives au débit d’équipement déterministe optimal (dy = 250 m3/s) et & celui qui est
recommandé dans Hydro-Québec (2000), c’est-a-dire 225 m3/s.

TAB. 6.3 — Débit d’équipement optimal en contexte incertain et pertes encourues pour ’aména-
gement de la centrale Tounustouc

Modele(s) & E{P(dwly} B{P(250,u)ly} E{P(2254)ly}
(m®/s) (M3) (M3) (MS$)
M, 257 “11.57 -9.57 9.18
M, 241 23.90 25.14 29.50
M ={MyM;} 242 22.43 23.28 28.40

Remarquons d’abord qu’en ne prenant en compte que l'incertitude des parameétres (et
non la possibilité d’une rupture), le débit d’équipement optimal passe de 250 m3/s & 257
m3/s (hypothése My). Si on prend en compte & la fois l'incertitude des paramétres et
celle liée a Pexistence d’une baisse d’hydraulicité dans les apports historiques du réservoir
Sainte-Anne (hypothése M = {My,M;}), le débit d’équipement optimal doit étre de 242
m3/s, soit de 8 m*®/s de moins qu’en contexte certain. En terme de perte espérée, cela
se traduit par une économie d’environ 850 000.00$ pour 'aménagement de la centrale de
Toulnustouc. Par rapport & ’aménagement proposé par Hydro-Québec (2000), la décision
de Bayes sous incertitude structurelle permettrait d’économiser prés de 6 M$.
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6.4 Discussion

Nous avons présenté et développé dans ce chapitre une illustration de 'approche bayé-
sienne compléte pour le choix du débit d’équipement d’une centrale hydroélectrique. Elle
est compléte dans le sens ol on n’isole pas la phase inférentielle de la phase décisionnelle.
Ce faisant, les incertitudes des paramétres et des hypothéses des modéles ainsi que les
conséquences des actions possibles sont prises en compte lors du processus décisionnel.

L’approche usuelle consiste généralement & effectuer une analyse de sensibilité en éva-
luant la fonction P (d,s), qui traduit les conséquences des décisions, pour différentes
valeurs de u. Par contre, ’approche bayésienne fournit ici une méthode plus systématique
pour tenir compte de I'incertitude. En effet, cette démarche dépasse le cadre d’une étude
de sensibilité en fournissant automatiquement une valeur de débit d’équipement optimale.
Elle est aussi plus rationnelle, puisqu’elle s’appuie sur des fondements décisionnels et sur
une base axiomatique qui en assure la cohérence (Savage (1954)).

I importe toutefois de ne pas perdre de vue que cette approche intégrée introduit des
difficultés supplémentaires dans les analyses. En plus des problémes soulevés aux chapitres
précédents par la détermination des lois a priori, approche compléte impose de plus
une évaluation quantitative des conséquences des décisions. C’est souvent un probléme
complexe nécessitant une bonne communication entre les gestionnaires, les hydrologues
et les statisticiens. Il est important de signaler que la méthode bayésienne décisionnelle
demeure une application d’un modéle de décision qui, comme tout modéle, présente des
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écarts par rapport & la réalité. Elle n’a pour seule ambition de fournir une aide 4 la décision
qui tient compte du contexte incertain avec lequel le gestionnaire doit composer.

Meéme si la fonction de perte considérée est trés simplifiée, illustration utilisée dans
ce chapitre fournit tout de méme & ’hydrologue une démarche logique et intégrée 4 suivre
pour répondre complétement & notre question de recherche. Par ailleurs, puisque la rupture
& Toulnoustuc peut étre un phénomeéne régional, les résultats soulévent le probléme des
prévisions d’aménagements futurs sur I’ensemble du systéme et devraient attirer 'atten-
tion des spécialistes d’Hydro-Québec. Enfin, la prise en compte de I'information régionale
& partir d’un des modéles proposés au Chapitre 5 peut augmenter la précision des résultats
pour le choix du débit d’équipement de la centrale de Toulnustouc.






Chapitre 7

Conclusions et perspectives

Je me suis intéressé dans cette these au développement d’outils statistiques pour quan-
tifier Pincertitude de changement dans la structure aléatoire des séries de débits annuels
et & la démonstration de leur intérét opérationnel dans un contexte décisionnel. Pour ce
faire, j’al privilégié la perspective bayésienne, car elle permet d’intégrer les modeéles dans
une démarche décisionnelle compléte qui prend en compte de maniére formelle les consé-
quences des actions possibles, les connaissances a priori sur le phénomeéne étudié et les
diverses incertitudes.

Dans ce chapitre, nous présentons les principales contributions de cette thése, nous
discutons des limites d’application de nos méthodes et expliquons en quoi certaines pistes
de recherche nous apparaissent prometteuses.

Principales contributions

Motivés par I'insuffisance des méthodes employées actuellement par ’hydrologue, je me
suis plus particuliérement concentré sur les aspects méthodologiques du traitement statis-
tique de la non-stationnarité des séries d’observations hydrologiques. Les avancées qui en
sont issues constituent les points forts de ce travail. D’abord, les principales contributions
proviennent de la formalisation, sous forme de modeles probabilistes, de certaines caracté-
ristiques des phénomeénes de rupture observées dans les séries hydrologiques. Ensuite, elles
reposent sur la conduite de 'analyse d’un changement depuis sa caractérisation jusqu’au
choix opérationnel de décision.

L’hydrologue gagne de nouveaux outils d’inférence A Vexamen de plusieurs séries
hydrologiques, nous avons constaté que certaines d’entre elles semblaient admettre une
augmentation ou une diminution dans leur variance. La variabilité des débits annuels
joue un réle fondamental pour la gestion des réserves hydrauliques. Or, dans la littérature
" hydrologique, seul le cas d’une rupture de moyenne a été considéré. Nous avons donc
proposé des solutions au probléme de rupture en variance & une date inconnue (modéles

M2 et Mg)
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Ensuite, trois modeles multidimensionnels d’analyse d’une rupture en moyenne ont
été développés. Ces modeles sont le résultat d’une réflexion sur les facteurs susceptibles
d’engendrer une rupture régionale. Nous nous sommes attachés & formaliser le fait quun
changement climatique risque d’avoir un impact régional en présumant qu’il existe une
certaine cohérence entre les caractéristiques d’un changement pour des sites appartenant
4 un méme ensemble hydrologiquement homogeéne. Comme nous 'avons déja évoquée,
cette hypothése est implicite dans les analyses régionales usuelles. Le premier modéle
(modeéle MM, ) suppose que le changement survient simultanément pour I'ensemble des
séries. Les deux autres modeéles multisites (modele MM, sans effet de covariation spatiale
et modeéle MM avec effet de covariation spatiale) laissent la liberté & 'instant de rupture
de varier d’une station & 1’autre tout en préservant une certaine cohérence régionale. Ces
derniers, plus réalistes et donc plus complexes, ont pu étre envisagés grace & la disponibilité
des outils de simulation MCMC, sans quoi il aurait été difficile voire impossible de les
mettre en oeuvre. En effet, leur structure conditionnelle par niveau permet ’emploi de
I’échantillonnage de Gibbs pour estimer les paramétres.

Par ailleurs, nous avons mis au point une approche formelle pour la détection d’une
rupture en nous placant dans le cadre de la sélection bayésienne de modéles. Cette pers-
pective permet également de considérer plusieurs hypothéses concurrentes lors de I'infé-
rence, comme cela a été illustré pour la prévision d’une nouvelle observation (Article II,
Annexe B). Cette approche est aussi originale en sciences de I'eau. Elle comble une lacune
importante en hydrologie statistique, car jusqu'd maintenant les travaux se sont limités
uniquement & Pestimation des paramétres (date et intensité du changement) condition-
nellement & Pexistence d’un changement.

Certaines de ces contributions ont été obtenues en utilisant ou en adaptant des tech-
niques récentes proposées dans la littérature statistique. D’autres, par contre, constituent
aussi & mon avis de réelles avancées dans des domaines plus théoriques de la statistique
appliquée. C’est le cas plus particuliérement de la mise en place du modéle hiérarchique
a rupture variable avec effet de covariation spatiale (modele MM3).

Le régime hydrologique du Québec change-t-i17 Les applications présentées dans
cette theése avaient & lorigine pour seule ambition d’illustrer la mise en oeuvre de nos mé-
thodes. Les résultats obtenus permettent néanmoins d’attirer ’attention des hydrologues
sur la possibilité qu’un changement soit survenu au Québec et donc sur la nécessité de
s’adapter & ce nouveau contexte. D’abord, des ruptures en moyenne et en variance dans
les séries d’apports énergétiques de certains complexes d’Hydro-Québec ont été mises en
évidence. Ensuite, ’emploi des modéles multisites nous a permis d’identifier une rupture
régionale dans la moyenne des apports naturels de bassins versants du nord-est québécois.
Dans cette région, il semble qu’une baisse d’hydraulicité non négligeable ait pris place au
milieu des années 80. Ce résultat appuie 'hypothése avancée par certains climatologues
selon laquelle cette zone aurait été touchée par 'augmentation des oscillations climatiques
liées aux circulations océaniques de 1’Altantique Nord, augmentation observée au début
des années 80.
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Aide & la décision en ingénierie hydraulique La baisse d’hydraulicité suspectée
dans la région du nord-est du Québec peut avoir un impact décisionnel. Nous avons donc
étudié le probleme du choix d’un débit d’équipement pour 'aménagement d’une centrale
hydroélectrique sur la riviére Toulnustouc. Cette riviére déverse le réservoir Sainte-Anne
situé précisément dans cette région. Il a été montré par cette étude de cas que les méthodes
proposées pouvaient étre employées dans un tel contexte opérationnel. Ainsi, contraire-
ment a la plupart des auteurs dans le domaine, on ne s’est pas limité dans les applications
4 la seule phase inférentielle.

On peut donc conclure que les travaux réalisés dans cette thése répondent a la
question de recherche formulée au Chapitre 2:

Comment peut-on prendre en compte l'incertitude de changements dans la
structure aléatoire des séries de débits annuels lors de la prise de décision
concernant un aménagement hydroélectrique?

Ces travaux apportent en effet plusieurs éléments de réponse aux préoccupations des ges-
tionnaires concernant ’aménagement d’une structure hydroélectrique en situation risquée.
D’abord, les hydrologues disposent maintenant d’outils statistiques mieux adaptés pour
quantifier les diverses incertitudes inhérentes & I’analyse d’un changement de régime dans
les séries hydrologiques annuelles. Ensuite, ils bénéficient désormais d’une démarche opé-
rationnelle intégrée qui permet de choisir une action sur la base de nos modéles. Cette
démarche prend en compte 4 la fois les conséquences des décisions et I'incertitude structu-
relle. Une telle approche rationnelle et compléte est nécessaire & 1’établissement de régles
de gestion des systémes hydriques et environnementaux.

Limites des méthodes proposées

Un modéle n’est rien d’autre qu’une représentation simplifiée de la réalité. Il repose
sur des hypotheses plus ou moins fortes. Aussi les méthodes développées dans cette thése
ont-elle une portée limitée qu'’il convient de discuter.

Notre démarche est rétrospective et focalisée sur une rupture unique Les mo-
deles développés dans cette thése ne sont pas applicables pour la détection d’une rupture
en temps réel. Dans 1’état actuel, ces méthodes sont rétrospectives et ne permettent pas,
sans quelques remaniements, d’effectuer une analyse séquentielle de la non stationnarité.
De plus, les modeles proposés supposent un seul changement de régime dans la période
d’échantillonnage et aucun retour possible & 1’état initial. Ainsi, on ne peut anticiper I'oc-
currence d’une future rupture, et 4 ce titre, nos méthodes n’ont qu’une portée réduite en

matiere de prévision.
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Et si les changements étaient plutot graduels? Il est clair que les modeles ne
sont pas appropriés si I’hydrologue pense que le changement est graduel & P’échelle de
la période d’échantillonnage. J’ai préféré considérer une rupture plutoét qu’une tendance,
I’examen des séries d’apports observés au Québec ayant justifié principalement ce choix a
priori. Cependant, les modéles proposés pourraient étre aisément adaptés si on considére
qu’avant un instant inconnu les observations sont stationnaires, et que celles-ci évoluent
par la suite selon un modele linéaire. La stratégie générale d’estimation adoptée dans cette
thése pourrait alors étre appliquée sans modification majeure.

Les hypothéses usuelles d’indépendance et de normalité : faut-il en sortir? Les
modeles proposés peuvent étre employés seulement pour des observations indépendantes
et distribuées selon une loi normale. L’hydrologie, telle qu’elle s’est développée au cours
des derniéres décennies, admet généralement ces hypothéses pour des variables hydro-
météorologiques annuelles. Toutefois, pour d’autres types de caractéristiques du régime
hydrologique, ces postulats peuvent s’avérer irréalistes.

La présence d’une autocorrélation pourrait étre prise en compte aisément dans le
modele hiérarchique MM3. En effet, la structure de ce modéle permet I'ajout d’une com-
posante sans hypothéquer la procédure d’estimation. On peut envisager, par exemple, que
les résidus du modele actuel obéissent 4 un modéle autorégressif (AR). Avec des lois a
priori conjuguées, les distributions conditionnelles complétes associées aux paramétres du
modeéle AR seraient en effet disponibles (Chib (1993), Girard (2000)).

Compte tenu de ’hypothése de normalité, ’hydrologue ne peut utiliser les procédures
développées ici pour I’étude des changements dans les séquences de débits extrémes (crues
et étiages). On pourrait éventuellement appliquer nos modeles sur les données transfor-
mées. Par contre, il serait bien plus efficace d’adapter les méthodes en considérant une loi
de probabilité des valeurs extrémes (Gumbel, Fréchet ou Weibull). Comme nous I’avons
évoqué 4 la Section 3.1.2, il faudrait alors avoir recours & un algorithme MCMC hybride
qui combine les échantillonnages de Gibbs et de Metropolis-Hasting.

L’établissement des lois a priori: un probléme complexe Quelques questions ont
été soulevées tout au long de ce document concernant la difficulté de spécifier les lois
a priori. Pour faciliter la mise en oeuvre de nos méthodes, j’ai adopté des lois a priori
conjuguées. Ce choix est critiquable du fait qu’il obéit & des contraintes techniques plu-
tot qu'a des impératifs d’adéquation & Pinformation a priori (voir notamment Robert
(1996)). Il se pourrait trés bien que les lois a priori résultantes ne soient pas assez souples
pour bien représenter les connaissances de ’hydrologue. Actuellement, la statistique bayé-
sienne est peu employée en hydrologie. La transposition des connaissances hydrologiques
en termes de probabilité est donc un probléme sur lequel trés peu d’auteurs ont réfléchi.
C’est pourquoi, je me suis limité d’une part & ce type de distributions, et d’autre part,
4 la détermination de leurs hyperparameétres & partir d’observations régionales ou histo-
riques. Nos approches dérogent donc quelque peu d’une analyse bayésienne « pure » qui
s’appuie sur la transposition de connaissances subjectives. Pour traduire en terme de loi
de probabilité a priori les connaissances subjectives d’un hydrologue sur le phénomeéne



CHAPITRE 7. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES ‘ 115

étudié, il serait souhaitable de travailler sur les quantiles de la distribution prédictive des
observations plutét que sur les paramétres de la loi a priori. En effet, ’hydrologue est
familier avec les quantiles (dans la terminologie hydrologique, la valeur associée & une pé-
riode de retour donnée), il les emploie réguliérement pour ’étude des risques associés 4 la
construction de structures de protection contre les crues. Pour ce faire, on pourrait s’ins-
pirer des travaux récents de Coles et Tawn (1996), O'Hagan (1998), Kadane et Wolfson
(1998) et Al-Awadhi et Garthwaite (1998).

La méthodologie est transposable

L’analyse de ruptures dans des séquences de variables aléatoires a de multiples applica-
tions, et les méthodes développées dans cette theése peuvent étre transposées, notamment
en controdle de la qualité, en traitement du signal, en santé, en économie et en finances.

Controle de la qualité Les techniques de surveillance et de maitrise de la qualité font
en général appel aux détecteurs séquentiels de changements. Ces outils sont utilisés pour
détecter un déréglement dans un contexte de production. L’estimation de I'instant et de
Pamplitude d’un changement est donc d’un grand intérét pour le responsable de la qualité.

Traitement du signal Le probléme de détection de changements dans les caractéris-
tiques d’un signal est courant en traitement d’image, en médecine, en géophysique ou
encore en sismologie.

Santé Dans le domaine de la santé, on rencontre de nombreux problémes de rupture,
principalement dans des situations de surveillance au cours du temps (études longitudi-
nales). Nous avons déja évoqué & ce propos I’étude de Bélisle et al. (1998) sur les trains
de décharges neuronales.

Economie et finances La littérature sur les changements structuraux en économétrie
est abondante. Evidemment, la détection d’une rupture en économie et en finance trouve
de nombreuses applications: changement de tendance du marché, crash boursier, etc.

Les perspectives en hydrologie-statistique

Les limitations évoquées plus haut constituent autant de pistes de recherche & explorer.
Le développement d’une procédure de détection d’une rupture en temps réel dans les
séquences de débits extrémes est sans doute le probléme le plus urgent et 'avenue de
recherche la plus riche.

Par ailleurs, la diversité des modeles étudiés dans cette thése a montré la grande sou-
plesse de la démarche. Celle-ci n’est pas étrangére au fait que I'on ait adopté le paradigme
bayésien. Les perspectives d’application prometteuses qui découlent des travaux réalisés
dans cette thése sont donc nombreuses et variées. Je retiens deux champs d’applications
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ol plus particuliérement les modéles hiérarchiques & variables latentes sont susceptibles
de fournir, en hydrologie-statistique, des solutions plus appropriées que les approches
actuelles: la régionalisation des crues et la reconstitution de données. Ces modeéles per-
mettraient en effet de formaliser la cohérence régionale qui est implicite dans la démarche
que privilégient les hydrologues pour aborder ces deux problémes.

De plus, je crois que les modéles hiérarchiques combinés & une fonction de cotit seraient
plus & méme de traiter la question de la rationalisation des réseaux de mesures. Les
méthodes traditionnelles s’en tiennent uniquement a I’inférence (voir par exemple Ouarda
et al. (1996)) alors que I’élimination de stations de mesures est un probléme de choix qui
doit faire intervenir une fonction d’utilité. En théorie de la décision, I’évaluation de la
valeur de I'information sous incertitude répond précisément & ce type de préoccupation
opérationnelle. Une méthodologie trés intéressante, susceptible d’apporter des solutions
au probléme de rationalisation des réseaux, a d’ailleurs été proposée récemment par Fortin
(1997).

Finalement, si enfin la statistique bayésienne décisionnelle finit par s’imposer en hydro-
logie comme dans certains domaines d’application de la statistique, il serait primordial de
pousser plus loin nos réflexions sur les lois a priori et les fonctions de pertes. Une transposi-
tion efficace en terme de loi de probabilité a priori et de fonction de perte des connaissances
de 'ingénieur-hydrologue et du gestionnaire permettrait d’exploiter au mieux les atouts
de l’analyse bayésienne. Ces problémes ne sont pas insolubles & condition qu’un dialogue
- étroit soit établi entre le statisticien et les différents intervenants. Si on réussit & mieux
mobiliser toute I'information disponible, qu’elle soit subjective ou objective, la précision
et la crédibilité des résultats s’en trouvera alors accrue.
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Abstract

A Bayesian method is presented for the analysis of two types of sudden change at an
unknown time-point in a sequence of energy inflows modeled by independent normal random
variables. First, the case of a single shift in the mean level is revisited to show how such
a problem can be straightforwardly addressed through the Bayesian framework. Second, a
change in variability is investigated. In hydrology, to our knowledge, this problem has not
been studied from a Bayesian perspective. Even if this model is quite simple, no analytic
solutions for parameter inference are available, and recourse to approximations is needed. It
is shown that the Gibbs sampler is particularly suitable for change-point analysis, and this
Markovian updating scheme is used. Finally, a case study involving annual energy inflows of
two large hydropower systems managed by Hydro-Québec is presented in which informative
prior distributions are specified from regional information.

Keywords. Change-point analysis; Energy inflows; Gibbs sampling; Change in the va-
riance ; Change in the mean level

A.1 Introduction

This paper provides a Bayesian approach to characterize when and by how much a single
change has occurred in a sequence of hydrometeorological random variables. Inferences
herein are based on the analysis of posterior distributions and are conditional upon the
fact that a change happened with certainty. The problem of testing its existence, and of
identifying its type, is investigated in Perreault et al. (2000a).

Although such an hypothesis is rarely stated explicitly, the assumption that stochastic
time series remain stationary plays a crucial role in water resources management. Under the
assumption that tomorrow will statistically behave like yesterday, stochastic models are fit-
ted to hydrometeorological variables such as river flow, precipitation and temperature. The
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estimated models are then used for many engineering purposes, in particular for simulating
the operation of hydropower systems (energy planning, design of power plants, operation
of reservoirs). Consequently such models and the decisions stemming from them are ba-
sed on the hypothetical stationary behavior of hydrometeorological inputs. However, some
hydrometeorological time series can exhibit abrupt changes maybe caused by site-specific
factors (e.g. land-use effect on water yield) or induced by a climatic change. This leads to
questioning the stationarity hypothesis in hydrometeorological time series analysis.

Hydro-Québec is a public company that produces, transmits and distributes electri-
city throughout the province of Québec. It currently operates 54 power plants supplied
by 26 large reservoirs. The sites are assembled to form 8 major hydropower systems:
Saint-Laurent, Outaouais, La Grande, Saint-Maurice, Bersimis, Manicouagan, Outardes and
Churchill Falls. For each of these systems, annual energy inflows are evaluated by multiplying
the net basin supply of each reservoir into the system by a factor based on the production
capacity of the corresponding power plant. Such annual energy inflows are therefore subject
to hydrometeorological changes, if any. These data are of high importance for energy plan-
ning because some of their statistical characteristics (namely mean and variance) are used
as inputs to construct scenarios or to forecast future energy availability.

Consider the time plot in Figure 1 which shows the annual energy inflow in terawatt-hour
(TWh) for the hydropower system Churchill Falls. This 92 432 km? watershed is situated
in northeastern Québec, in the Labrador (province of Newfoundland).

Ensrgy inflow (TWh)
8

36 2 -
34

* 19‘45 1550 19‘55 1§SD 19‘55 19‘70 19‘75 1550 19‘85 19.90 19‘9‘5
Year
Figure 1. Annual energy inflow for Churchill Falls power system.

Examining this time series, one may suspect that an abrupt change in the mean level has
occurred around 1983, and two distinct partial means could be evaluated: Z; from 1943 to
1983 and T from 1984 to 1996 (continuous lines). On the other hand, it can be argued that
this sudden fluctuation may only be due to the natural variability of the hydrologic regime,
and one would rather still consider the overall mean T as the representative available annual
amount of energy (dotted line). Let’s now suppose that based on these historical observa-
tions, the construction of a power plant has to be planned for hydropower generation. To
meet the energy demand and eventually export generated hydroelectricity, the hydropower
company would like to rely on one and only one of the possible situations (Z1, Z2) or Z.
Since for this case (T — T1) /T may be as high as 15%, decisions for the future relying on
T can be dramatically different from anticipations based on (Z1, Tz). Analyzing a change
in the mean level energy inflow data is then clearly an essential step before planning hy-
dropower systems. Other hydrological contexts such as rainfall estimation, flood analysis or
climatological studies of global warming are concerned with abrupt shifts in the mean level.
References can be found in Perreault et al. (1999).

As an example for a possible change of a different kind, consider the annual series of
eglergy inflow for the Outaouais power system located in the southwestern Québec (Figure
2).
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Figure 2. Annual energy inflow for Outaouais power system.

The overall variability of these observations seems to have suddenly decreased after 1980.
The energy planning system of forecasts depends strongly upon energy inflow variability. For
instance, a sharp knowledge of this characteristic is the key point to determine which range
of scenarios is needed to make a good decision for reservoir releases and interannual storage
strategy. After examining this series, an engineer will typically base his decision on one of
the two possible estimates: evaluating the variance over the entire period or considering
only the last observations, i.e. using more but maybe not relevant information about future
realizations or taking into account less but maybe more representative information. As in
the case of a shift in the mean, a change in variance may induce important decisions and
have large economic consequences (it is well known for instance that the size of reservoirs
will be directly related to inflow variance); inference about existence and characteristics
of these changes can thus also be considered as a valuable precaution before developing
management rules in water resources systems.

In this paper, interest is mainly focussed on the estimation of the unknown time-point
and intensity of the change, assuming an abrupt change has in fact occurred. The aim is
to outline that, in the case of a single sudden change in the mean level or variance, these
problems can be straightforwardly addressed through the Bayesian framework, which in turn
can be easily solved by implementation of explicit or Monte Carlo based inference techniques.
We emphasize that the purpose of this paper is not to determine why such sudden changes
occurred (e.g. climatic change or site-specific factors). Of course, attribution is an important
and interesting research topic, but we are only concerned with developing statistical tools
to infer about the point and intensity of a change to help decision making.

In Section 2, we formulate the general Bayesian change-point setting and consider two
specific models : a single change in the mean and a single change in the variance of a sequence
of independent normal random variables. Change in the mean level leads to solutions in
closed form and results are therefore directly available. However, such is not the case for a
change in the variance. The Gibbs sampler, as presented in Section 3, provides an elegant
and convenient answer to this problem. In Section 4, the practitioner’s point of view is taken
when applying the approach to the series of Churchill Falls and Outaouais energy inflows
presented above. A simple regional analysis was performed to specify the parameters of the
prior distributions which are assumed to represent the prior state of belief. Finally, Section
5 offers a general discussion and conclusions.
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A.2 Bayesian analysis of normal sequences with an
unknown change-point

The simplest formulation of the change-point problem is the following. Let us assume
that the densities p; (z) and py (z) belong to a known parametric class of probability den-
sities P = {p(z | 0);6 € ©} indexed by an unknown parameter § such that, for a sequence
of n independent random variables X = (X1,Xa,...,X,), we have

Xi~pi(z)=p(z:i]61), i=1,..,7 (A1)
Xi~pa(z)=p(zi]02), i=7+1...n .

where §; # 03 and 7 =1, 2, ..., n— 1 is an unknown parameter, called the change-point.
That is, the first and second parts of the sequence of random variables are distributed
as statistical distributions which belong to the same class, but with different unknown
parameter 0. Since the unknown change-point 7 can take values between 1 and n — 1, this
model assumes that exactly one abrupt change occurred with certainty. Indeed other types
of changes such as trends can exist, and model (A.1) would not be appropriate. However,
recent understanding of global climate interactions such as the El Nino/La Nina and the
North Atlantic Oscillation phenomena give credence to the idea that climate may operate
in two or more quasi-stationary states, and that it can rapidly switch from one state to
another (Rodriguez-Iturbe et al., 1991; Kerr, 1992, 1999). Therefore, an abrubt change-
point model such as (A.1) may be representative of several hydrological and climatic time
series. For instance, there is evidence of such behavior in climatic and hydrological data
series in the Africa (Servat et al., 1997 ; Paturel et al., 1997) and in the Pacific region (Kerr,
1992). As regards Hydro-Québec energy inflow series, many annual runoff series for rivers
situated in Northern Québec seem to exhibit this type of sudden drastic change (Perreault
et al., 2000b). Thus, model (A.1) must be considered, at least as a first methodological step.
Anyhow, we think that there is a need to consider first this simple model in detail since
application of Bayesian change-point analysis in hydrological literature is very limited.

The likelihood function resulting from n observations x = (z,23,...,&5) generated by
model (A.1) becomes

p(x|61,02,7) = Hp(mi | 61) H p(zi | 02) (A2)
i=1

i==T41

from which, for instance, maximum likelihood estimates for 7,8; and 62 can be obtained
(see for example, Hinkley, 1970). In the Bayesian perspective, a joint prior distribution
p(61,07,7) is assumed for the parameters. Bayes theorem then provides the joint posterior
distribution p(61,02,7 |x) of 61,02,7 given the data by normalization over x of the joint
density written as

D (X ! 0179277-)17 (91592)7) (A3)

Just as the prior distribution p(#;,02,7) reflects beliefs about the parameters prior to
experimentation, the posterior distribution p (6;,02,7 |x) reflects the updated beliefs after
observing the sample data. In the Bayesian framework, all statistical inference about the
unknown parameters is based on the posterior distribution (Berger, 1985). The analysis of
posterior distributions is often referred to as « scientific reporting ».

Interest is now on making inference about the change-point T, the structure parameters
f; and 02, and any suitable function W (61,02) which can describe the amount of shift. To
achieve this, all marginal posterior distributions must be found by integration. For example,
to evaluate p(7|x), 61 and 0 must be integrated out of p(6;,82,7 |x). Using conjugate
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prior distributions for fixed 7, and assuming prior independence between 7 and the other
parameters (81,02), i.e. p (01,02,7) = p (61,82) p(7), solutions in closed form can be obtained
for some simple models (see Section 2.1). Likelihoods for which conjugate prior density
functions exist are those corresponding to exponential family models (Bernardo and Smith,
1994). In more complex models (see Section 2.2), even with simple prior distributions and
independence, integration may turn to a very difficult numerical task. However, use of Gibbs
sampler, a tool particularly suitable for change-point analysis, enables a straightforward
solution to such problems as developed in Section 3.

A.2.1 A single change in the mean (Model M)

As in most published approaches on change-point studies, we assume univariate se-
quences of independent normal random variables. This simple model is appropriate for
Hydro-Québec large hydropower system annual energy inflows. One can invoke the central
limit theorem to justify the normal assumption, since annual energy inflows for a given
hydropower system are calculated as a summation over time and space of the monthly
energy inflows. In addition, changes in the parameters of the normal model have a direct
and simple hydrological interpretation. If needed, one may transform the data to achieve
normality. However, in this case of reparametrization, interpretation of a change in the
new parameters should be done very carefully. From the hydrological point of view, the
independence assumption between successive values may be more questionable. It is made
here for convenience as a first methodological step, and can be relaxed eventually by consi-
dering, for example, a shift in the mean-vector of an autoregressive model. Hydro-Québec
annual energy inflows are proportional to the net basin supplies, which in turn are evaluated
following the water balance equation. Therefore, the data considered herein are implicitly
ajusted for surface and subsurface storage effect that could induce interannual correlations,
and the assumption of independence seems reasonnable to us. Still, it can be verified on
similar annual series for which it is believed that no change has occurred.

Consider a set of random variables observed at consecutive equally spaced time points.
Suppose that, due to some exogenous factors, the first and second parts of the sequence of
random variables operate at two different mean levels, respectively u; and o, but with the
same variance o2. This situation can be represented by the following model denoted by M; :

Xi~N (2| py,0%), i=1..,7
X~ N (i | po,0? i=7+1,..,n (A4)

?

where N (z; | 11,02) stands for the usual normal probability density function (p.d.f.) with

parameters p € ® and 0 € RF.

The Bayesian framework for inference regarding model M; dates back to Chernoff
and Zacks (1963). Main theoretical contributions can be found in Smith (1975), Lee and
Heghinian (1977), Booth and Smith (1982) and Broemeling (1985). Their approaches dif-
fer mainly by the prior distributions specified to represent the unknown parameters. The
method proposed by Lee and Heghinian (1977) has been used in several practical cases in
hydrology, for instance by Bruneau and Rassam (1983), and more recently by Servat et al.
(1997) and Paturel et al.(1997). Also, Bernier (1994) and Perreault et al. (1999) considered
a Bayesian approach for model M; to analyse changes in hydrometeorological time series.

To illustrate the principle of Bayesian change-point analysis, the posterior distributions
of the parameters of interest for model M; are derived in Appendix A. Conjugate prior
distributions are considered and independence between the date of change 7 and the model
parameters is assumed. With these assumptions, the joint posterior distribution is a finite
mixture of conjugate distributions, and analytical expressions are obtained for all marginals
and conditionals. The assumption of independence signifies that what is known about date
of change in the mean level of the annual energy inflows does not depend upon the means
before and after the change. Note that this hypothesis could be questionable if for instance
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one believes that a change can only occur if the mean level reaches a given threshold. These
results are well known in the statistical literature, but change-point inference analysis does
not belong to the standard statistical toolbox of most practitioners in hydrology.

A.2.2 A single change in the variance (Model M)

In this section we consider the change of variance case represented by model Mj:

X ~N 21 ‘ /J.,O’% , =107
Xi~N(zi | pod), i=7+1..n (A.5)

The problem of a change in the variance occurring at an unknown time-point has been
less widely covered than a single shift in the mean level. In hydrology, to our knowledge,
it has not been studied from a Bayesian perspective although the variance of hydrological
series is an important parameter in water resources management. In the statistical literature,
a change in the variance of a sequence of normal random variables was first treated within
the Bayesian framework by Smith (1975) who assumed noninformative prior distributions.
In this particular case, closed form for the posterior densities can be obtained. Menzefricke
(1981) generalized Smith’s approach by considering informative priors.

The likelihood function resulting from n observations x = (£1,Z2,...,») of model My, a
series of annual energy inflows such as shown in Figure 2, can be expressed as

p (x| po?r, M) = I_IN(acz | p,o%) H N (zi | p,o3) (A.6)

fz=Te-1

(%) (&) 3) = {-ke-w])
X exp {‘(ng—;;z [52 + @ar — )] }

We assumed the same joint prior distribution as Menzefricke (1981) to represent prior
knowledge about the parameters of model My :

p(motTIMa) = N (] oAo?)IG (03] .B1)ZG (05| c,Bs)p(T|Mz) (A7)
= NIgIg (/1,0-2 I ¢~,)\,a,ﬁ)p(’r|Mz)

As usual, the prior distribution of u is normal with precision depending on ¢;, and
priors for the variance are inverted gamma densities. However, strictly speaking, the prior
distribution (A.7) although closely related is not a complete conjugate even for ﬁxed T.
In fact, given 7, expression (A.7) assumes prior independence between ¢? and o3, while
no algebraxc mampulatlons on the likelihood function (A.6) allows us to separate these
parameters in two independent expressmns Therefore the exact conjugate should consider a
fixed dependence structure between o2 and 0. This would lead to a non-standard joint prior
density for which it is difficult to specify the hyperparameters: eliciting knowledge about
dependence between variances may be at least a quite complicated task if not unrealistic. We
therefore adopt Menzefricke’s prior assumptions letting the data account for the strength
of dependence, if any.

Selection of particular values in (A.7) for the hyperparameters ¢, A, o and 3 belongs
to modeler’s tasks (Section 4.1). These can be chosen to give various general shapes for the
joint prior distribution and take into account a variety of prior beliefs about the studied
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phenomenon. The hyperparameter values may come from historical or regional information,
even from subjective knowledge. When prior information about the phenomenon is limited,
it may be desirable to let the prior knowledge for the unknown parameters be vague (Box
and Tiao, 1973). The prior distribution can be turned to a particular form of noninformative
density by letting p (1,027 |M2) o p(7|M2) o7%05% e A— oo, =ay =, =0, —0
in (A.7). This corresponds to Smith’s noninformative joint prior distribution for Mo.

Using Bayes theorem to combine (A.6) and (A.7), the joint posterior distribution of
(1,0%,7), given the observed data x, is proportional to

!y 2 2 aj+1 of+1
p(mo? T x,Mz) o eXP{—)\ (n—7)o; + o3 (u—cﬁ”)z} (%) 1 (;15> " (a8)
2

7T 2.2
2N oios of

/ / ;5 = 2
xexp{— [—'g—%-i- by + (=) (d) —mn-T) j]}P(Tl]VIz)

2 ;g 2[)\'(n—r)a§+a§]

where

N o= A1+TN, 4 =(1 - N71) ¢+ N7Zs,
1

"o 2 4 / 2=
¢ = U C (o3¢ +(\ (n—7)oiTn_r]
r _ n—71
B = 2+ 0-Xn)@-3)] 40y B =5 B
, T+1 n—T
a; = a1+T,az=az+ 5

It is possible to obtain an expression for the marginal posterior density of the intensity
of change, defined as 7 = o3 / 0%, which is a parameter of great interest for describing a
change in variance. First, transforming to § = 0% and n = 03 /0% , and integrating y and 6
out from this joint posterior distribution (A.8), the joint posterior distribution of 7 and 7
is obtained. Then, summing over 7, the marginal posterior distribution p (n|x,M2) is seen
to be proportional to

S [ X ]1/2 (1)“’2'“/2 T (of + 05 +1/2)
n

p(nlx,Mz) o Z Yn—r)+7 o0 n)]a1+a§+1/2p(7' |Mz), (A9)

T==1

where

- ('n' - T) (¢/ - En—’r)2
N Y ' —1
g(T)T]) {ﬂl +16277 + 2[)\/(77’__7_)_'_77}

Writing (A.8) differently, it is also possible to find a closed form for the marginal posterior
distribution of y by integrating o? and ¢% out of this expression and summing over 7. This
expression is not given here since p is not the parameter of major interest for model Moa.
However, unlike the noninformative case or the problem of a single change in the mean level,
recourse to numerical integration is necessary to make inferences about the other parameters
(63, 0% and 7). How can we avoid performing integration to get the normalizing constants
in (A.8) and (A.9)? Fortunately, the Gibbs sampler is an alternative handy tool, easy to
implement for the hydrologist without numerical analysis skills, as will be showed in the
next section.
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A.3 Implementation of the Gibbs sampler for model
M,

The Gibbs sampler is one of a class of Markov Chain Monte Carlo (MCMC) algorithms
that facilitate practical statistical problem solving (Tanner, 1992). In a Bayesian perspec-
tive, the objective is to produce posterior densities for parameters of interest. For simple
models analytic calculation is possible, and results are directly available. For more complex
models, recourse to numerical integration is necessary. However, in some models conventio-
nal numerical techniques are often insufficiently accurate or at least difficult to implement
without being gifted in computer programming and numerical analysis. In contrast, the
Gibbs sampler is generally straightforward to implement and is easily accessible to the
average statistical practitioner. The Gibbs sampler was developed formally by Geman and
Geman (1984) in the context of image restoration. Gelfand and Smith (1990) showed its ap-
plicability to general Bayesian computations while Carlin et al. (1992) and Stephens (1994)
applied it to change-point problems. In hydrology, Lu and Berliner (1999) used the Gibbs
algorithm, while other MCMC approaches were adopted by Kuczera and Parent (1998) and
Campbell et al. (1999).

The idea of MCMC methods is to construct a Markov chain whose stationary and
ergodic distribution is precisely the posterior distribution of interest that is intractable
analytically. In the context of the general change-point model (A.1), the Gibbs sampler is
an updating scheme that involves drawing ¢ random values from each of the set of « full
posterior distributions » p(7161,02,%x), p(61]92,7,x) and p (62 |01,7,%x). A brief description
in a general context of how these values should be sampled is offered in Lu and Berliner
(1999). More details on theoretical properties of the algorithm can be found in Gelfand and
Smith (1990). Subject to certain mild regularity conditions on the joint and conditional

densities, it can be proven that the obtained sampled vector { (T(i>,9§"),9§i)) ji= 1,...,t}

tends in distribution to a sample from the target density p (7,801,802 [x) as ¢ tends to infinity.
Hence, replicating the entire process in parallel m times and keeping the values obtained in

the last iteration t provides independent and identically distributed triplets (T(t),ﬁﬁ) ,G(t))

j = 1,...,m. These values can then easily be used for estimating different features of the
posterior joint distribution, namely the marginal densities. For example, as an estimate for

p(f#; |x), one can draw a histogram with (9&?,...,9%) or use a more general kernel-type of

estimate. But since for any marginal the corresponding full conditional has been assumed
available, more efficient estimation is obtained by using this set of distributions. In this
paper, we use the so-called « Rao-Blackwellized » estimate (Gelfand and Smith, 1990) ; for
density p(0; |x), the estimate is given by

56 [x) = Zp(@ } {9 98) x ) (A.10)

The formal argument for the higher efficiency of (A.10) is based on the Rao-Blackwell
theorem (Lehmann, 1983, p.50). There may also be interest in a function of the random

variables W (7,01,02). Because each triplet (T(t),9§t) ,99’)) provides an observed W =

w T(t>,€§”,9§” whose marginal distribution is approximately p (W), an estimate analo-

gous to (A.10) can be obtained. In fact, if #; actually appears as an argument of W, the full
conditional density p (W |62,7,x) can be deduced by univariate transformation of variable
from p (6, |62,7,x), and used in (A.10). Note that complete implementation of the Gibbs
sampler requires the determination of ¢ and, across iterations, the choice of m. These values
may vary between individual problems and are thus subject of much current research (a
Web site which includes a lot of information and references about convergence diagnostics
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is http://www.ensae.fr//crest/statistique/robert/McDiag). Generally, experimenta-
tion with different settings of ¢ and m are necessary. We do not view this as a drawback
since random generation is now computationally inexpensive.

For the general change-point model (A.1), each of the full conditional distributions
p(7101,02,x), p(0:1162,7,x) and p(f2|60:,7,x) is proportional to (A.3). Moreover, whate-
ver the prior dependence structure between the parameters 8, and 8, may be, p(78,,02,%)
is exactly of the form

p(x]|61,02,7)p(7) (A.11)

T

p(7|01.02.%x) = =
p(x|01,62,7)p(7)
T=1

and can be easily sampled since it involves a discrete density. Suppose that 6; and
8, are assumed independent so that p(61,02) = p(81)p(62). If p(#1) is conjugate with
p(z;|0,) and p(f2) is conjugate with p(z;|02) then p(6; |f2,7,x) does not depend on 8,
and is merely the prior p{6;) updated by the data zi,...,x> while p (82 (61,7,x) is p(f2)
updated by Z;41,...,Tn- Since p (6;) and p(f2) belong to standard parametric families, it is
straightforward to sample from them. More generally, this property still remains when only
conditional independence upon a « nuisance » parameter, which describes the unknown but
constant structure of the distribution on both sides of 7 (¢ in M; and p in Ma). Therefore,
with these hypotheses, the Gibbs sampler is particularly suitable for change-point analysis.
If the assumption of conjugate priors and of independence is dropped, the full conditionals
may not be expressed in a simple form and we must sample from non-standardized densities
of the form (A.3). In this case, more general Markov Chain Monte Carlo approaches are
needed (Robert, 1996 ; 1998). The most popular tool that one can implement is undoubtedly
the Metropolis-Hasting algorithm (Metropolis et al., 1953).

Because prior distribution (A.7) assumes independence between o2 and 02, the collection
of full conditional densities p Eu, |o?,7x,Mz), p (0} | 03,7, Mz ) and p (03 |03, x,Mz)
can readily be determined for model M,. Each of these distributions is proportional to (A.8)
and belong to the same parametric family as their corresponding prior. They are therefore
available for sampling. Finally, as it was outlined above, p (7‘ f ;,L,O'z,X,Mz) is exactly of the
form (A.11).

More precisely, from (A.6), (A.7) and (A.8) it is straightforward to verify that the full
conditionals for M, are as

No?o2 )
N(n—T1)o?+03
T 32_}_(5 _#)2_;__(_!{__@3 +8
T 4 TA !

p (U% |Naag:T’XaM2) = a{[) 2

p (/’l' ‘U2,T7X’M2) = N (//' l¢ll,

g (O‘%
p (03 |motrx M) = IG (03 0/2,%—7 [Si-f + @n-r = M)2] + 32)
p (x| po?,7,My) p(7|Ma)

n—1
Zl p(x I [,L,O'Q,T,Mz)p (T |M2)

p (T l/'('70.27X1M2 )

Highly efficient estimates for the marginal posterior distributions of each parameters
g, 02, o2 and 7 from Gibbs sampler simulated values can then be obtained using a Rao-
Blackwellized estimator. Following the discussion above, we can also transform o3 to 7o}
to obtain the full conditional distribution of 77 as

n—7 _ 2] |, B
aéy—'é—a?' [3721—-7' + (ﬂ?n_-,- - /‘L) ] + ;?)

p (n|mod,mx,M2) =IG (n
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and use it to evaluate the Rao-Blackwellized estimate for p (n|x,M2) , i.e.
= _1< ® 20 (0 Alo
P(77 IX7]VIZ) - ;’n'zp n /*Lj aalj aTj ,X,]\/fg ( 1 )
Jj=1

A.4 Applications

Bayesian change-point analysis procedure is now applied to annual energy inflow series
presented in the introduction. Model M; is assumed for the Churchill Falls hydropower
system, while model My is considered for the Outaouais hydropower system.

A.4.1 Specifying prior distributions

The first step in Bayesian analysis is to set up a full probability model. That is, in addi-
tion to modelling the observable quantities (model M; or M, for the annual energy inflow),
we must represent the prior degree of belief about the unknowns, i.e. the parameters of the
models. In Bayesian analysis, specifying a prior distribution for the parameters is an integral
part of the modelling task, with all hypotheses that modelling involves. Prior elicitation is
therefore a crucial component of the Bayesian approach. Generally, a compromize has to
be reached between mathematical simplicity and realism. The conjugate prior distribution
assumption adopted here (Section 2) facilitates the derivation of posterior distributions
and may be criticized for lack of realism. Still, the family of normal-inverted gamma is
flexible and allows for the representation of a wide spectrum of prior knowledge. To be
fully operational, it is desirable to specify the prior distributions by eliciting knowledge of
an expert and/or by using other information than the data themselves. An engineer should
have valuable prior information about annual energy inflow behavior (subjective knowledge,
regional information, etc.). To our knowledge, the first convincing approach to specify rea-
listic priors in a hydrological context has been proposed by Bernier (1967) for frequency
analysis with the lognormal distribution. Hyperparameter values were specified using esti-
mated quantiles from a preliminary study. Posterior quantiles and credible intervals were
then obtained using Bayes theorem. More recently, Coles and Tawn (1996) used a similar
approach for the analysis of extreme rainfall data with the GEV probability distribution. To
specify the prior density for the parameters of the GEV, they elicited subjective knowledge
of an expert hydrologist within the quantile space, a scale with which he has familiarity.
For more discussion and references on prior specification, see Berger (1985) and Bernardo
and Smith (1994).

BExperts in Hydro-Québec do not agree about the existence of a shift either in the mean
level or in the variability of annual energy inflows. Moreover, specialists who suspect the
existence of a sudden change are not willing to specify their degree of belief about the year
at which it occurred without referring to the data of interest. This information is therefore
biased. In fact, the use of any of these data in the prior formulation is not formally acceptable
in a Bayesian analysis (Berger, 1985). Finally, if we examine the annual energy inflows
for the other Hydro-Québec hydropower systems, no clear change-point can be identified.
Therefore, one cannot reasonably favor any year of change, and we assume 7 is distributed as
an uniform discrete distribution for both model M; and M. Note that in this case, the prior
expected change-point is 1970, i.e. the mean of a discrete uniform probability distribution
on the interval [1943,1995].

For the other parameters, the prior degrees of belief were assumed to be represented by
normal-inverted gamma type of distributions (see (A.2) for M; and (A.7) for My). Complete
specification of prior knowledge only requires the choice of the hyperparameters in these
expressions. Because it is felt that the annual energy inflow of all hydropower systems are
related in some way, we based the determination of these quantities on a regional analysis.
The information available to establish a transfer function between the site of interest and
the other systems consists, for each hydropower system, of four variables: average annual
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energy inflow (ye), variance of annual energy inflow (Yvar), basin area (A), average annual
precipitation (P) and installed generating capacity (C'). Two data sets were considered,

corresponding respectively to the values of ye, Yvar and P evaluated before and after the
prior expected year of change E {7} = 1970. Table 1 gives the first data set.

Table 1. Data set with ¥z, Yver and P calculated before the
prior expected change-point 1970%

System Yz Yoar A P C
(TWR) (TWh%)  (km?®)  (mm) (TW)

Bersimis 7.65 0.56 15 695 975 0.00171
Churchill Falls  35.36 28.14 92 432 891 0.00543
La Grande 79.10 102.14 176472 764 0.01524
Churchill Falls  22.24 4.92 45 480 1030 0.00502
Outaouais 10.05 3.62 225 280 934 0.00188
Qutardes 9.92 1.28 18 798 1 008 0.00184
Saint-Maurice 9.01 2.14 51813 1016 0.00164
Saint-Laurent 11.62 1.41 794 000 982 0.00226

a Yg: average annual energy inflow; Yyar : variance of annual energy inflow;
A : basin area; P: average annual precipitation; C': installed generating capacity

The idea is to construct a simple model to predict the average energy inflow ¥z and
the variance yyqr of the energy inflows for the site of interest, before and after 1970. These
predictions, along with their standard error, are then used to elicit the mean and the variance
of the prior distributions. Finally, solving a simple system of equations for the first two
moments leads to estimated values for the hyperparameters based on regional information.
Since a regional model is used to specify hyperparameters by transferring knowledge from the
nearby sites, this approach, in some way, has much in common with an empirical hierarchical
Bayesian analysis (Berger, 1985).

To illustrate the procedure, let us suppose that we want to specify the hyperparameters
of a normal-inverted gamma prior distribution N (1 | $,A02) G (o2 | @,B). If we denote
the predicted values of ¥z and Yyer respectively by ¥z and Yuvar, and their corresponding
v%riances by s2 () and 2 (Juar), it is natural to take as prior mean and variance for 4 and
o

E{/.L} =Y Var {lu'} =5 (¥e), E {02} = Upar, Var {02} =s° (Fvar)

Using expressions for prior mean and variance of normal and inverted gamma distribu-
tions (Bernardo and Smith, 1994, p.431), and then solving this system of equations leads
us to

a=2+72%, /5% (@oar)» B=Toar(a—1), ¢=0 and X=s"(T)/foar - (A13)
Linear regression analysis was performed for each data set (the first one is given in
Table 1), discarding the site of interest. A simple regression considering only the generating
capacity C appeared to be the best regional models. More precisely, we have
ys=7:C+e and  Yuar = YparC® + €
In the particular case of hydropower systems in Québec, precipitation and drainage area

are very poorly related to the average energy inflow or the variance compared to generating
capacity C. Indeed, variable C is a good summary of what an engineer would think of the
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potential annual energy output the company may derive when installing a hydropower plant.
It can be used as a prior knowledge of what can be « intuitively » expected from the site,
before the production started, that is in the state of knowledge before collecting a long series
of observations in working conditions. The estimated coeflicients and the corresponding
prediction along with its variance are given in Table 2.

Table 2. Results of regression analyses for Churchill Falls and Ouataouais

1943 - 1970 1971 - 1996
Systems ¥ ) v ¥y @)
Churchill Falls 4= 5120  27.80 2.80 5121 27.81 4.50
Yoar 436980 12.88  7.45 617000 18.19  6.00
Outaouais yz 5253  0.88 11.26 5242  9.85 11.20

Yoar 444950 1.57 44.83 624000 2.21 34.26

Using the results in Table 2 in (A.13) leads to the values of the hyperparameters for
the two series. To summarize, the prior mean and standard deviation of each parameter are
listed in Table 3 for the two cases.

Table 3. Prior specifications from regional analysis
T Iy Lo o o
Churchill Falls Exp. value 1970 27.80 27.81 0.01 12.88
(model M)  Stand. deviation 16  1.67 2.12 2.70 2.73

r o g 1

"
Outaouais Exp. value 1970 1.57 221  1.41 9.88
(model M)  Stand. deviation 16 670 585 4.03 3.36

2

This téble will be used in the next sections to show how prior state of belief is updated
by the data.

A.4.2 Churchill Falls power system

Expressions given in Appendix A are used to analyze the annual energy inflow of
Churchill Falls hydropower complex (Figure 1). Figure 3 displays the annual inflows and all
marginal posterior densities of the parameters of interest together with their corresponding
prior density (in dotted line). We first observe how the data modified or updated prior
information by comparing the prior and the posterior distributions. Such graphs are also
useful tools to interpret the parameter’s uncertainty. Table 4 summarizes estimated poste-
rior quantities (mode, mean and standard deviation). These estimates are to be compared
with their corresponding prior values specified in Section 4.1 (Table 3). Table 4 also gives,
for each parameter, a symmetric 95% Bayesian credible interval. ‘
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Figure 3. Marginal posterior distributions for model M; : Churchill Falls power system.

Table 4. Posterior moments and credible interval for Churchill Falls

Parameters Mode Mean Stand. dev. 90% Credible int.
T 1984 1984 6.99 [1981; 1990]
ey 35.28 35.11 0.74 [33.75; 36.28]
Lo 30.05 30.16 1.33 [27.61; 32.76)
) -5.21 -4.95 1.52 [-7.86; -2.13]

This analysis indicates first, under the hypothesis of a change of type M, in the annual
energy inflow, that the change-point occurred around 1984 with approximately a 7-year
standard deviation. Also, the mean level of energy inflow after the shift seems to have
decreased by an amount of 5 TWh with 1.5 TWh of standard deviation. The credible interval
for the intensity of the shift shows that a decrease of almost 8 TWh is still plausible at a 90%
credible level. Moreover, this interval do not contain zero which suggests a negative change
of at least 2 TWh. However, this observation provides no justification for actions such as
« rejecting the no change hypothesis » (the model assumes a change did occur). Under such
hypothesis, the most probable intensity of the shift being -5 TWHh, the hydropower company
would better take action to compensate this potential loss of energy inflow and ensure
balance between supply and demand for the next few years. The output of this Bayesian
analysis (estimates and uncertainties) can be used to choose among different alternatives
(anticipating construction of new power plants, buying electricity, using thermal power
station, etc.).

One of the advantages of a Bayesian analysis is that it offers not only marginal but all
joint posterior distributions, allowing for an assessment of dependencies among parameters.
As an illustration, Figure 4 presents the joint posterior distribution of § and 7. It shows in
particular how, after considering the data, § and T are very closely related, even though we
assumed prior independence between the change-point and the other parameters.
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Figure 4. Joint posterior distribution of (6,7) for model M : Churchill Falls power system.

Qur approach assumes no interannual correlations on both sides of 7. Autocorrelations
(lag 1 to 5) are given in Table 5 separately for the period 1943-1984 and 1985-1996.

Table 5. Autocorrelations for Churchill Falls

Lag 1 2 3 7 5
1043-1984  0.24 0.17 0.02 -0.10 017
(0.1066) (0.1419) (0.2707) (0.3521) (0.3124)
1985-1996  -0.74 0.49 -0.22 0.26 -0.67

(0.0040) (0.0021) (0.0011) (0.0016) (0.0036)
Note: p-values for Hy: « no correlation » appear in parantheses

The first subseries does not exhibit any significant interannual correlations. However,
after the estimated change-point the autocorrelations are significant. One could revise the
analysis by considering for example an AR model with a changing coefficient of autocorre-
lation. Note that the estimated correlations after the change-point are only based on ten
observations. Therefore, it may not be relevant to increase the number of parameters based
on such uncertain estimates.

Before analyzing the change in the variance for the annual energy inflow of the Qutaouais
power system using Gibbs sampler, we first outline the way that the algorithm would be
typically implemented by reconsidering model M;. We attempt to reproduce the analytical
results for the Churchill Falls example by estimating the marginal posterior densities of
interest using Gibbs algorithm. Under the assumption of model M; and the joint prior
distribution in Appendix A, the full conditional posterior distributions for each parameter
are given in Appendix B. They are readily available for sampling using standard routines.
Note that since p (7 |p1,02,x,M ) is univariate and discrete, sampling from this distribution
during the Gibbs sampler cycle is straightforward by simple function inversion.

Figure 5 compares the results obtained above with those evaluated using the Gibbs sam-
pler for the marginal posterior distributions of the change point  (continuous line with stars
at each time point) and the intensity of shift § (dotted line). Discarding the first ¢ = 1000
values of the chain, the conditional densities were averaged over m = 1000 replications using
the Rao-Blackwellized density estimate (see (B.3) for p(6|x,M;)). There is a clear agree-
ment between the exact and approximate densities in this case. Further experimentation
showed that the Gibbs sampler could reproduce the exact posterior distributions in consi-
derably fewer than t = 1000 iterations. This is confirmed by inspection of 1000 replicates
after, say, 100 iterations.
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A.4.3 Outaouais power system

Using the full conditionals given in Section 3 and Gibbs sampler, we analyze the annual
energy inflows calculated at the Outaouais hydropower system. Inferences presented below
are also based on t = 1000 and m = 1000. Figure 6 displays the annual energy inflows and all
marginal posterior densities of the parameters of interest together with their corresponding
prior density (in dotted line). In Table 6 we list the estimated posterior quantities and 95%
credible intervals. Finally, Figure 7 presents the joint posterior distribution of 7 and 7.
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Figure 6. Marginal posterior distributions for model M>: Outaouais power system.

Table 6. Posterior moments and credible interval for Outaouais
Parameters  Mode Mean Stand. dev.  90% Credible int.

T 1979 1978 12.81 [1948; 1991]
oy 2.77 3.0 0.77 [1.82; 4.48)
o2 090 143 0.52 [0.53; 2.80]

n 0.30  0.58 0.20 [0.15; 1.30]
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Figure 7. Joint posterior distribution of (7,7) for model My : Outaouais power system.

The analysis indicates, under the hypothesis of a change of type Mj in the annual energy
inflow, that the variance after the change is at least twice as small than it was before the
change (the posterior mode and mean for 7 are respectively 0.30 and 0.55). The change-
point seems to be 1979 with approximately 12 years of standard deviation. Comparing these
values to the prior expectation (Table 3), clearly the information stemming from the data
contributed to modifying considerably the prior state of belief. The credible interval for 5
shows that an almost sevenfold decrease is still plausible at a 90% credible level. But this
interval also suggests a much smaller change, since it contains one, i.e. 02 = o3.

These results may seem statistically convincing in favor of a change, even though the
procedure is not a statistical test. But, is such a decrease in the variability (n =~ 0.5) enough
to change the strategy of the company’s development for the future? Clearly, decisional
consequences have to be considered together with the statistical analysis. If Hydro-Québec
changes its policy only in light of these statistical results, the company may face costly
consequences. In the particular case of a change in the variability of energy inflows, one
should take into account the fact that the losses associated with the decisions, such as
contracting or not new agreements to sell electricity, are probably asymmetrical. Suppose
the variance is in fact one half as large as before. The uncertainty around the mean becomes
smaller and the future is somewhat less variable. Therefore, the mean value, as a prediction
for future observations, is more credible that it was in the past, so that new agreements to
sell electricity are relatively less risky. The company can then contract for delivering more
power. If, in reality, the variance has not changed as it was previously believed, future values
of energy inflows may deviate from the mean much more frequently than anticipated. In
this case, the company would not respect its contractual engagements, resulting in dramatic
consequences. On the other hand, if the company would decide not to change its policy of
development, when indeed the variance has decreased, good opportunities may be lost but
catastrophic consequences would not to be encountered as in the former case.

Finally, the two subseries do not exhibit any significant interannual correlations (Table
7).

Table 7. Autocorrelations for Outaouais

Tag 1 7 3 1 5
1943-1979  -0.04 70.05 093 -0.03 0.04
(0.7824) (0.9121) (0.4832) (0.6432)  (0.7643)
1980-1996  -0.35 0.13 -0.27 0.26 0.05

(0.1157) (0.2408) (0.2110) (0.i831) (0.é790)
Note: p-values for Hj: « no correlation » appear in parantheses
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A.5 Discussion and conclusions

The Bayesian method presented in this paper, can be viewed as an extension of the
normal models and practitioners can perform such change-point analysis routinely using
standard statistical toolboxes. This approach can be generalized to other type of normal
models (a simultaneous change in the mean and variance for instance, see Perreault et
al., 2000a) and even to other types of p.d.f.’s, for instance the gamma distribution. More
precisely, use of probability distributions which belong to the exponential class of p.d.f.’s
allows for exactly the same line of reasoning based on conjugacy.

The following conclusions have been reached in this study:

1) Hydrologists can take full advantage of the existence of conjugate distributions when
studying a single change-point in a statistical model belonging to the exponential family.
If prior independence between the epoch of change and model parameters is assumed, the
joint posterior distribution is a finite mixture of conjugate distributions. This allows for
easy computation of posterior odds, as illustrated by the univariate normal model under
the configuration of a single change in the mean level.

2) It was showed that more complex change-point problems can be readily addressed by
Gibbs sampling, which is easily accessible to the average statistical practitioner. This was
illustrated in the case of a single change in the variance for which no explicit expressions
for the posterior distributions can be found, unless one considers noninformative priors. In
hydrology, the case of a single change in the variance occurring at an unknown time point
was neglected although this parameter is important for water resources management. The
Gibbs sampling scheme could also be used if one is interested to relax the independence
assumption. For instance, change-point in AR models may be treated by generalizing the
approach proposed by Chib (1993). ’

3) Two case studies involving annual energy inflow series were presented to illustrate how
Bayesian change-point can be performed, from the specification of the prior distributions
up to the interpretation of posterior odds. It was shown that several questions can be
answered simultaneously from the posterior distributions. For instance, one can not only
estimate the parameters, but can directly obtain accuracy measures for the estimate and
interpret dependence between them. This is in contrast to classical statistics, for which
obtaining estimates and determining their reliability are two different problems. It was
also seen that interpretation of the results is easy and straightforward. The frequentist
interpretation is difficult to understand for a non-statistician, and water resources managers
often find it much too abstract for operational concerns. For example, interpretation of
classical confidence intervals involves averaging over all possible data, while it is known which
data did in fact occur. Practitioners usually interpret the results of a classical confidence
interval as a Bayesian credible interval (Lecoutre, 1997). Moreover, recourse to the usual
asymptotic assumption required for classical inference (see Hinkley, 1970) is not needed
here, and therefore Bayesian change-point analysis can be applied to modest sample sizes.
4) Unlike many published Bayesian analyses, the problem of eliciting prior knowledge was
not skirted by using noninformative priors or even worse, by specifying hyperparameters
based on a subset of the actual sample. To ensure maximum efficiency, all observations
must in fact be used to update the prior state of belief, and not to specify hyperparameters.
In this paper, prior elicitation relied on expert knowledge and on external information
about the studied phenomena. A simple regional analysis was performed to specify the
hyperparameters and represent the prior state of belief. Effort in this direction should be
developped to take full advantage of the Bayesian framework.

The problem of model uncertainty has not been addressed here. All results herein are
conditional upon a given model. Both M; and M, assume with certainty that a change
has occurred. This statistical reporting framework is essential but incomplete. It forces the
hydrologist to choose among the different models to perform a change-point analysis, and to
exclude some other kinds of changes. To take into account the « no change hypothesis » and
diverse types of changes, one should assign a prior probability to the different alternatives,
and consider the change-point study as a Bayesian model selection problem among the
various situations that may occur. Using the results presented in this paper, this perspective



140 ANALYSE BAYESIENNE D'UNE RUPTURE EN HYDROLOGIE

for hydrological change-point analysis is explored in Perreault et al. (2000a). The important
operational issue of forecasting in changing sequences is also studied.
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Appendix

A. Bayesian inference for model M,

The likelihood function resulting from n observations x = (1,%2,...,%5) generated by
model M; can be written as

p (x| po? M) = HN(ml | u1,0%) H N (21| pgs0?) (A1A.1)
i=1

=741
1 % T . 2
= (5;;5) exp {50 [s2 + (& — )’]

J
X exp {"M [3%—1 + (ZTn—r — ﬂz)z]}

202
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where g = (1,,415) and

— e 2
_ Z; _ = Z; 2 a (xi - m'r)2 2 _ jn: (-Ti - mn-—-'r)
Ty = —_, Tner = E 5 8, = E ——— Sper ™ ’——‘ﬁ":’r——.

- T T .
i=1 i=7+1 n i=1 =741

For fixed 7, the likelihood (A.1) has the structure of a product of two normal distributions
with one inverted gamma distribution, which suggests an ad hoc normal-inverted gamma
type of distribution to represent prior knowledge about u and ¢2. Assuming for model M,
prior independence between  and the other parameters (;,c,a2), and that p (7 |M1) is any
discrete distribution on the set {1,2,...,n — 1}, leads to the joint prior parameter p.d.f.:

P (u,a2,7 l.Ml) = N (Ml ! ¢1,?:/\102)N (Mz i ¢2,/\2‘72) 19 (‘72 | a’ﬁ)p(TlMl()A‘lA'2)
= NNIG (p0® | ¢, 1.8) p (7 |M,)

where ¢ = (¢,85), A = (A1,A2), and ZG (z | o,B) stands for the inverted gamma p.d.f.
with parameters o € R* and § € R* (see Bernardo and Smith, 1994, for the density).

Because of conjugate properties (Berger, 1985), under M, the conditional joint posterior
distribution p (u,a2 !T,X,Ml) given 7 and the observed data x also belongs to the class of

normal-inverted gamma distributions, but with updated parameters (¢',\',o/,8"). More
precisely,

p(mo®|rx,My) = NNIG (p,o? | ¢’ N,o/,B8), (A1A3)

where

/1 = )\1/(1+7‘)\1),¢'1::(1_. ’17')(151‘*'/\,17'?57-,
Ny o= X /ll+(m—7)A), 8y = [1= Ny (n—7)] by + Ny (n— ) Fn_r,

B o= [+ (=X 61 -2+ BT [+ (L= X (r =) (B~ Tar)?] + 5,

2
d = a+n/2.

To simplify notation, dependence upon 7 and x was omitted by writing for example A{
instead of A] (x,7). The prior predictive density, i.e. the p.d.f. of the data x only conditioned
upon the change-point 7, p (x |7,M; ), which makes the Bayes theorem denominator, can be
determined by dividing the joint p.d.f. p (u,0%x | 7,M;) by (A.3), and cancelling factors
involving g and o2. The result is

I\ XD, B T(o)
p(x|r,M) = (g) ,\1/\2 (5" T@ (A1A.4)

Integrating the appropriate parameters out of (A.3), leads to the conditional poste-
rior distributions p (u, | 7,x,M1) and p(u, | 7,x,M1) of the means before and after the
change-point. The conditional posterior density of the intensity of the shift § = uy — u,,
p (6] 7,x,M1), is then deduced by a simple univariate transformation of variable. These dis-
tributions are Student ¢-distributions, ST (a,b,c) (expression for the p.d.f. can be found in
Bernardo and Smith, 1994, p.432):
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p(,u'i I T,X,]V.[l) = 8T (¢§,a, (/\;ﬂ/)-—l ,2(3!,) , =12

ST (¢ - dhe! (A +20) ™ (8) 7" 2)

I

p(8|7x,M)

In our problem, 7 is unknown and its marginal posterior distribution p (7 | x,M;) has
to be derived. Using Bayes theorem and the prior predictive density (A.4), the marginal
posterior density of the change-point 7 = 1,2,...,n — 1 under model M; is seen to be

p(r | xMy) = DELMIPEIM) oy Sy () (A1A.5)

n—1

S p(elr ) p(r M)

This distribution is discrete and gives, for each time point, the posterior probability of
shift occurrence in the mean level assuming a change occurred with certainty. Finally, to
draw conclusions regarding the means before and after the change-point and the intensity of
shift, the marginal posterior distributions p (u1 | x,M1), p (4o | %,M1) and p (6 | x,M;) must
be evaluated. This is done by averaging the corresponding conditional posterior distribution
with respect to the posterior mass function of 7:

pus |M) = S p (s | 7601 p(r | %,M1)
-1
p (5 t X7M1) = Zp((S ' T)xﬁMl)p(T I XiMl)
T=1

where i = 1,2. The marginal distributions of p,, y, and § appear as finite mixtures of
Student t-distributions weighted by the n — 1 values of (A.5).

B. Full conditionals for'model M,

The collection of full conditionals for model M; are all proportional to the product

p (X l u,a2yT7Ml) p (“;02,7 |M1) ’ (AlBl)

and can be seen to be

p (uy |pg,0® T, My) = N (p |#1,210%)
p (o |p0® M) = N (i |65,X507)

2| 1 (N1”¢/1)2 (M2‘¢/2)2 ’
Ig<a a+1,§[ X + u +

p (x| po? 7, M) p (7| M)
5 p(x] motir M) o (r )

p (0® |p,m,%,M7)

p (T ‘l‘l')a'zax)Ml) X

The other parameter of interest is 6 = iy — 41 As in Section 3, we transformed pq to 6
to obtain a full conditional distribution:
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Abstract

This paper provides a methodology to test existence, type, and strength of changes in the
distribution of a sequence of hydrometeorological random variables. Unlike most published
work on change-point analysis, which consider a single structure of change occurring with
certainty, it allows for the consideration in the inference process of the no change hypothesis
and various possible situations that may occur. The approach is based on Bayesian model se-
Jection and is illustrated using univariate normal models. Four univariate normal models are
considered : the no change hypothesis, a single change in the mean level only, a single change
in the variance only, and a simultaneous change in both the mean and the variance. First,
‘inference analysis of posterior distributions via Gibbs sampling for a given change-point
model is recalled. This scientific reporting framework is then generalized to the problem of
selecting among different configurations of a single change and the no change hypothesis.
The important operational issue of forecasting a future observation, often neglected in the
literature on change-point analysis, is also treated in the previous model selection perspec-
tive. To illustrate the approach, a case study involving annual energy inflows for eight large
hydropower systems situated in Québec is detailed.

Keywords. Change-point analysis ; Energy inflows; Bayesian model selection ; Forecasting;
Model uncertainty ; Gibbs sampling

B.1 Introduction

It is argued in this paper that, when a change in meteorological time series at an unknown
epoch is suspected, hydrologists must entertain a range of possible belief models, at least
one which assumes a given type of change and another which represents the no change
hypothesis. When facing important decisions based on these data, decision makers should
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not put all their eggs in the same basket. In fact, any individual who considers only a single
model for a decision problem, for instance forecasting future observations, ignores model
uncertainty, which can be a major part of overall uncertainty about quantities of interest.
As hydrological studies are mainly based on samples of limited sizes, this issue becomes
very important for change-point analysis since uncertainty about the existence and the
configuration of a change will always remain.

Following the emergence of published studies on climate changes, a number of hydrolo-
gists have used models which describe certain types of changes to represent hydrometeoro-
logical time series. Bayesian methods to study a single unknown change-point in a sequence
of random variables have been increasingly used in the hydrological literature. In most of
these papers, a given type of change (often in the mean level) occurring with certainty is
assumed, and focus has been put on the characterization of the change. Even if such infe-
rence is vital to help with decision making, it is not sufficient. First, conclusions stemming
from this type of inference are entirely conditional upon the given configuration of change
that the model assumes (for instance, in the mean only). This scientific reporting framework
in turn forces the hydrologist to choose one situation among different possible models to
perform the change-point analysis, and consequently to exclude all other kinds of changes.
Second, these models proposed in the hydrological literature always assume a change with
certainty. Therefore, the analysis of posterior distributions of parameters can not be used,
in addition to inference about the characteristics of a possible change, to « test » its exis-
tence. However, although the no change hypothesis does not have any status in this type of
formulation, such questionable analysis can be found in published papers for change-point
models, namely in Bruneau and Rassam (1983), Rao and Tirtojondro (1996) and Lubés-Niel
et al. (1998). In fact, these authors use posterior estimates stemming from Bayesian analysis
under such models to reject or accept the no change hypothesis. Entertaining several mo-
dels in change-point analysis allows for a clear formulation of each possible situations, and
therefore to proceed adequately when diagnosis about the different alternatives is needed.

In a companion paper, Perreault et al. (2000) presented a Bayesian approach for the
inference about the parameters of a single change-point model. A sudden change in the
mean level and in the variance in a sequence of normal random variables were investigated.
This article provides a more general formulation of change-point analysis which allows us to
take into account model uncertainty when making decisions. Single change-point analysis
is viewed as a model choice problem among the various possible situations that may occur.
Bayesian model selection is adopted here under the perspective where the range of models
under consideration is assumed to include the « true » belief model. Two different decision
problems are examined within this framework: (1) the verification of the existence of a
change and the identification of its type, i.e. only model choice, and (2) model choice followed
by the prediction of a future observation. Although these decision problems can not be
viewed in water resources management as terminal actions, they are very important steps
in the decision-making process. As in Perreault et al. (2000), the purpose of this paper is
not to determine why changes occurred (e.g. climatic change or site-specific factors), but is
only concerned with developing statistical tools to help decision making.

In Section 2, we recall the general formulation of a single change-point model and show
how marginal posterior distributions of the parameters of interest can be evaluated analy-
tically or, if necessary, via a straightforward iterative Markov Chain Monte Carlo method,
namely the Gibbs sampler. In Section 3, we show how predictive distributions can be used
to test whether a change has in fact occurred, to identify its type among several alternatives,
and finally to derive a prediction which takes into account the no change hypothesis and all
configurations of change. Section 4 is dedicated to the evaluation of the predictive densities
when no expression in closed form can be obtained. The methods are based on posterior
simulation outputs by Gibbs sampling. Finally, this new perspective for change-point ana-
lysis is illustrated for a sequence of independent normal random variables in Section 5. Four
models are considered: the no change hypothesis, a single change in the mean level only,
a single change in the variance only, and a simultaneous change in both the mean and the
variance. An application to eight series of Hydro-Québec annual energy inflows is offered.
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B.2 Inference for univariate single change-point mo-
dels

The general formulation for a single change-point model assumes a sequence of n inde-
pendent random variables X = (X3,Xo,...,X»), for instance Hydro-Québec annual energy
inflows, such that

Xi ~ p(:ci l 51) 5 7 = 1,...,7'
Xi~pl(zi|b2), i=7+1,..,n (B-1)

where the density p (z | 8) belongs to a known class of probability densities indexed by
a parameter @ taking values in the set ©, so that 6; # 6. The parameter 7 =1, 2, ..., n—1
is the unknown change-point. Model (B.1) assumes that the time series exhibits an abrupt
change. Indeed, in hydrometeorological time series, other types of changes such as trends can
exist. However, recent understanding of global climate interactions such as the El Nino/La
Nina and the North Atlantic Oscillation phenomena give credence to the idea that climate
may operate in two or more quasi-stationary states, and that it can rapidly switch from
one state to another (Rodriguez-Iturbe, 1991 ; Kerr, 1992, 1999). Hence, a sudden change
may be representative for several hydrological and climatic time series. The independence
assumption between successive values can also be questioned. Hydro-Québec annual energy
inflows are proportional to the net basin supplies, which in turn are evaluated following
the water balance equation. Therefore, the data considered herein are implicitly adjusted
for surface and subsurface storage effect that could induce interannual correlations, and the
assumption of independence seems reasonable to us, at least as a first methodological step.
It will be relaxed in further studies.

The corresponding likelihood function for the realizations x = (z1,T2,4Tn) 18

p(x|002,7) = [[p(@i]61) J] p(wi1062) (B2)
i=1

i=T741

In the Bayesian perspective, a joint prior distribution p(61,02,7) is assumed for the
parameters. Bayes theorem provides the joint posterior distribution p (61,02,7 |x) of 61,02,T
given the data x. This p.d.f. is proportional to

p (x| 61,02,7) p (61,62,7) (B.3)

Evaluation of this joint density and all desired marginal posterior densities can be a very
difficult task. But the Gibbs sampler enables a straightforward solution to such problem if
conjugate prior distributions for fixed 7 are assumed (see Carlin et al., 1992; Stephens,
1994; Perreault et al., 2000). Implementation requires sampling from the full conditional
distributions p (7 |01,82,%), p(61]62,7,x) and p (02 |1,7,x), which are all proportional to
(B.3). Note that p (7 |f1,82,x) is exactly of the form '

p(7]01,02,%) = nﬁ(x [61,82,7)p () (B-4)
. P (x| 81,02,7) p(7)

and can be easily sampled since it involves a discrete density.
As an illustration for inference about the parameters of change-point models, let us consi-
der, as in most published approaches on change-point studies, a sequence of independent
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normal random variables X1,Xa,...,X,. The normality assumption is appropriate as a first
step to analyze a single change in Hydro-Québec large hydropower system annual energy
inflows. One can invoke the central limit theorem to justify the normal assumption, since
annual energy inflows for a given hydropower system are calculated as a summation over
time and space of the monthly energy inflows. Even if the normal model is rather simple, it
allows for various types of changes, which are interesting in hydrology. Considering only a
single change as in (B.1) along with the no change hypothesis, some basic situations with
the usual parametrization of the normal model are as follows:

Model Mo: X;~N (zi | mo?), i=1..n
Model My: X; ~N(zi | py,02), i=1,,7

Xi~ N (x| 1g,0%), i=7+1,.n
Model Ma: X; ~N (z; | /_L,al i=1,..,7

Xi~ N (z; |u,02 i=T7+1,..,n

Model M3: X; ~N (z; | py,02), i=1,.,7
X;~ N (z; I/j'270'% , t=7+1l..,n

where N (z; | 4,0%) stands for the normal probability density function (p.d.f.) with
parameters 1 € ® and o € R*. Assuming conjugate prior distributions and independence
between 7 and the other parameters, all posterior marginals can be obtained in closed
form for models My, M; and Ms. Inference about the parameters can therefore be made
directly to characterize each of these situations. Expressions for the posterior distributions
for model My are well-known results and can be found, for instance, in Berger (1985).
Those corresponding to the change-point model M are given in Perreault et al. (2000). The
general idea is to first evaluate the joint and marginal posterior distributions of y,, p, and
o? assuming the change-point 7 is known. Then, the unconditional posterior densities are
deduced by averaging these distributions over 7. The posterior marginals appear to be finite
mixtures of Student ¢-distributions conditional upon r, each weighted by the corresponding
posterior mass p (7 |x). This last discrete density can be deduced from the Bayes theorem
denominator given 7, which is easily evaluated following the conjugacy properties. In a
similar way, all desired posterior marginals can be derived analytically for the more general
situation of a single change in both the mean and the variance, i.e. model M3. In our opinion,
this model is important for hydrometeorological series, since a shift in the mean level often
seems to come with a change in variability. In Appendix A, the posterior distributions of
the parameters of interest, assuming this type of change, are derived using conjugate priors.
Results for My and M; assuming conjugate priors are also recalled in Appendix A. Finally,
a single change only in the variance (model M>) does not lead to solutions in closed form
as for My, My and Mj3. However, the Gibbs sampler provides an elegant and convenient
answer to this problem (details can be found in Perreault et al., 2000).

Up to this point, exactly one change of a given type has been assumed, i.e. it is known
that a change of this configuration has occurred. Therefore, the no change hypothesis has no
status in that formulation nor any other type of change, and inference about the existence
of a change or about its configuration cannot satisfactorily be made based only on a single
model. For example, if only M; is considered, examination of the posterior density of 6 =

— [4; to assess the no change hypothesis is not valid. Bayesian perspective adopted in
this paper has little role for the non-Bayesian concept of hypothesis test, especially where
these relate to point null hypotheses such as Hy : § = g, — 1 = 0 (no change). Inferences
about a specific value § under a given hypothesis (change) in the absence of a well specified
alternative (as in classical statistics) can not be made. In order for a Bayesian analysis to
yield a nonzero probability for a point null hypothesis, it must begin with a nonzero prior
probability for that hypothesis. However, § is a continuous parameter and the probability for
an event {§ = 0} is zero. Therefore, actions such as « accept or reject no change », i.e. My,
based on the examination of a credible interval about é under M; is not justified. That is
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why we cannot test the existence of a change only on the basis of a change-point model, and
must consider separately the alternative Mg in order that the no change situation becomes
a possible outcome. A well known simple example which illustrates the problem is the
so-called experiment on used electronic and quantum-mechanical random event generators
with visual feedback. This design can be modelled by a Binomial experiment. Suppose a
Bernoulli trial where 6 = Pr (success), n =104 490 000 trials and X is defined as the number
of successes. Therefore X follows a Bin(n,0). Let the realization of X be z =52 263 446.
We want to test Hp : 8 = 1/2 against Hj : § # 1/2. With uniform prior p(f), we obtain as
a 95% credible interval 8 € (0.50008,0.50027) under H;. On the other hand, if we consider
model Hy and assume Pr(Hp) = Pr(Hi) = 1/2, we have Pr(Hp|z) = 0.94, which highly
favor Hy. Clearly, one can not do Bayesian tests using posterior distribution under a given
hypothesis without considering an alternative. Therefore, the approach should be extended
by including in the analysis the possibility of no change, and all other types of change likely
to occur over the period of observation. Bayesian model selection is a solution to such a
problem, since it allows for the consideration of a range of possible models in the inference
process.

B.3 Entertaining a range of possible models for change-
point analysis

In this section, Bayesian model selection is presented in the context of change-point ana-
lysis. Two different decision problems are examined within this perspective: the verification
of the existence of a change and the identification of its type, if any, and the prediction of a
future observation. But first, predictive analysis, on which model selection and forecasting
are based, is briefly recalled. In the rest of the paper, since a range of possible models is
now considered, the model indicator Mj is introduced into the list of unknown parameters.

B.3.1 Definitions

The general problem of statistical prediction may be described as that of inferring the
values of unknown observable variables, say z, from the current state of belief denoted H. In
the Bayesian perspective, this is done through the predictive distribution, which is obtained
by integrating the parameters 1 out of the joint density p (z,% |H ) conditional upon the
actual state of belief H:

p(z|H) = [ p (2}, H) p (@ |H ) dv (B.5)

If the change-point model (B.1), denoted My, is assumed before any datax = (z1,72,...,%n)
are considered, then z = x, ¥ = (01,02,7) and H = M. Therefore, assuming independence
between 7 and (61,02), the predictive distribution of the unknown but observable x is

p (x| M)

n—1
Z//P(X | 61,02,7,M) p(61,02,7 | My ) df1db2 (B.6)
=1

n-1

= Y p(rIM)p(x | 7,Me)

T7=1

This density is often called the marginal distribution of x, but a more informative name
is the prior predictive distribution. That is, this density is the probability of seeing the
data that were actually observed assuming a given change-point model, calculated before
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any data became available. This predictive density, implied by the likelihood and the prior
distribution, provides a basis for assessing the compatibility of the data with our prior state
of belief, i.e. model Mj. :
After the data x, assumed generated by model M}, have been observed, we can predict
an unknown future value y from the same process. In this case, z = y, % = (61,02,7)
and H = (x,My). Using elementary probability rules (Berger, 1985), this new predictive
distribution p (y |x,M} ) appears as finite mixtures of the predictive densities for fixed 7,
weighted by the appropriate posterior probability of a shift occurring at that point:

n-1
Pyl M) =3 / / P | 61,92,7, M) p (61,027 %, My ) dB1d8 (B7)
r=1
n—1
= ZP(T I X’Mk) //p(y i627]V[k)p(01)92 i T,x7]‘{[k)d91d02
=1

n—1
=" p(r | %,My)p(ylrx,My)
T=1

This distribution is called the posterior predictive distribution, posterior because it is
conditional on the observed x and predictive because it is a prediction for an observable.

Note that in some cases the integrals in (B.6) and (B.7) can be evaluated analytically.
More often, these integrals are intractable and thus must be computed by numerical me-
thods. In this paper, we favor an approach based on Gibbs sampling which is straightforward
to implement, and easily accessible to the average statistical practitioner without numerical
analysis skills (see Section 4).

B.3.2 Comparison of change-point models

Bayesian model selection consists of evaluating posterior probabilities for each model
being true among a discrete set denoted M. Let us assume that the random variables X =
(X1,X2,...,Xn) have arisen from one of g1 possible models in M = {Mo,M,....;Mg,...,M,},
where, as in Section 2, Mp denotes the model which assumes that no change has occurred,
while Mj,...,My,...,M, are change-point models. First, the Bayesian model selection pro-
ceeds by selecting prior probabilities p (M}) of each model being true. Often, equal prior
probabilities are used, i.e. p(My) =1/(¢+1). In the context of change-point analyses for
water resources management, this choice based on a full symmetry of all situations can
be criticized. In fact, the no change hypothesis will often represent the status quo situation
which many decision makers favor. Moreover, the remaining hypotheses will generally induce
changes in policies that could be drastic, and that may involve a lot of money. Therefore,
if no prior information is available about the existence of a change in the series of interest,
the decision maker will be tempted to affect at least half of the weight to the no change
hypothesis. Here, a more sensible choice would give equal weight to the « change » and
« no change » alternatives:

p(Mo) =1/2 and p(M1) = ... = p(My) = 1/(2q) (B.8)

After the prior probabilities have been chosen, the analysis then proceeds by computing
the posterior probabilities of each model being true. Using Bayes theorem, we have

p (x| M) p (My)
q
j};op (x|M;)p(M;)

p(Milx) = (B.9)
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where p (x|My) is the prior predictive density of x under model M;, given in (B.6).

Let us consider only the problem involving the verification of the existence of a change
and, if any, the identification of its type. This problem is essentially that of choosing a
model in M, without any subsequent decision, when the « state of the world » of interest is
defined to be the « true » model. To proceed we first assume that the range of models under
consideration includes the « true » belief model. This is the so-called M-closed perspective
described in Bernardo and Smith (1994). This assumption may be difficult to accept in
a literal sense. However, for a change-point analysis, this hypothesis might be considered
reasonable. In fact, often in hydrology, a given model, for instance model Mp, has been
extensively adopted and found to be a successful predictive device in a wide spectrum of
applications. Now, suppose a hydrologist suspects that a certain type of change, for example
M3, may have occurred, and in this new context wants to incorporate uncertainty about
M. Provided the hydrologist is comfortable with assigning prior weights to the alternative
formulations, the M-closed perspective can be exploited since Mp is generally viewed as a
proxy to the true model. If the natural zero-one utility function is used in the M-closed
setting, maximizing expected utility implies that the optimal model choice is the one with
largest posterior probability (B.9) to be true. Therefore, these posterior probabilities can
be used in a formal way to verify if a change in a hydrometeorological series is a plausible
hypothesis, and if necessary what type of shift may have occurred.

For the particular situation where only two models, Mj; and My, are to be compared,
the above discussion suggests that one should use the posterior odds ratio

p(M;lx)  p(x|M;)p(M;)
p (M)~ p (<o) p () (8.10)

Expression (B.10) reveals the key role of the prior predictive density in providing the
way in which the data update the relative prior beliefs into the relative posterior belief
about the true model. This leads naturally to the Bayes factor Bjx, defined as the ratio of
posterior to prior odds on M; against M,

_p(Milx) [p(M;) _ p(x|Mj)
e (L) | P08 ~ p M)’ (B.11)

which can be interpreted as a measure of whether the data x have increased or decreased
the odds on M relative to Mj. The Bayes factor given in (B.11) is similar enough to the
likelihood ratio statistic, but the parameters are eliminated by integration rather than by
maximization. Naturally, Bjr > 1 signifies that M; is now more relatively plausible than
My, in light of x; Bji < 1 signifies that the relative plausibility of M; has decreased.
However, in many problems, such criteria for interpreting the Bayes factors can be very loose.
Based on that of Jeffreys (1961), Raftery (1996) suggested more conservative guidelines for
interpreting the Bayes factor, which are on the same scale as the familiar deviance and
likelihood ratio test statistics. The guidelines are reproduced in Table 1.

B;

Table 1. Raftery’s scale for interpreting the Bayes factor
2InBj;  Bjk Evidence for M;
0-2 1-3 Not worth more than a bare mention
2—-6 3—-20 Positive
6—10 20-150 Strong
> 10 > 150  Very strong

Many questions can be answered using Bayes factors (or equivalently the posterior pro-
bability of each model) along with Table 1. For instance, if one is interested in how much
the data support a given model M) compared to its competitor alternatives in M, the
appropriate Bayes factor, denoted By(—x), is given by
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-1

s = (+25m) /(250 - E:I%(lﬁﬁﬁﬁ (B12)

J=0(#k)

An important particular case is the overall assessment of change versus no change. Since
Bji, = B,:jl, we note that testing the existence of a change in a hydrometeorological series

can be based on

ma=meon= (S0 [ (567 - (i) @

The right-hand side of (B.13) has the form of a weighted average of individual Bayes
factors for specific configurations of change against no change. If, as above, equal prior
probabilities are specified for the g change-point models, and equal prior weights are assigned
to the « change » and « no change » alternatives, the Bayes factor By for change against
no change is just an average of the Bayes factors B, taken over all considered change-points
model. Finally, if we assume that a change has occurred, identification of its type may be
carried out by evaluating the Bayes factor (B.12) for each alternative, excluding the no
change model My. According to the scheme in Table 1, its type is identified after examining
if one of these Bayes factor provides enough evidence in favor of a given change-point model
compared to its competitors.

It is important to notice that the use of Bayes factors, and therefore of (B.9), needs proper
informative prior distributions for all parameters to be specified. When prior distributions
are improper, the prior predictive distributions p (x|M;) and p(x|My) are not defined.
However, this rather embarrassing problem can be overcome by using default Bayes factors,
such as the « Intrinsic Bayes factor » (Berger and Pericchi, 1996) and the « Fractional
Bayes factor » (O’Hagan, 1995). In this paper, we do not address model selection with
noninformative priors since we assume that some prior hydrologic expertise is available,
however vague it may be.

B.3.3 Accounting for model uncertainty when forecasting

Suppose we are interested in a decision problem which involves not only model choice
but also a subsequent action, such as the prediction of a future value y. Following the
discussion in the previous section, if one wishes to consider a single model, the one with
largest posterior probability to be true, denoted by M}, will be selected for prediction. If
we consider a quadratic utility function, maximizing expected utility leads to the optimal
prediction y} under M} given by

?=/WWWMH@=EMMMN (B.14)

where p (y |x,M ) is the posterior predictive density (B.7). This prediction depends upon
a given model M. Using it forces the hydrologist to select a single model and to ignore
model uncertainty, which can be a major part of overall uncertainty about future values.
The more general Bayesian model selection framework, presented in the previous section,
allows for the evaluation of an « overall » posterior predictive distribution, which takes
into account all models in M. In fact, since under the M-closed perspective each model
has a posterior probability p (M} |x), one can maintain consideration of several models by
weighting each conditional posterior predictive density p (y |x,My) by p (Mg |x):
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p(ylx)=> p(ylx.M)p(M|x) (B.15)
k=0

_ Assuming again a quadratic utility function, it is seen that the optimal overall prediction
7 with respect to expected utility is :

j= / up(ylx)dy = 3 B {ylx,Mi} p (M x) (B.16)
k=0

q
=5 up (Mi |x)
k=0

Equation (B.15) shows, in particular, that selecting a single model and proceeding condi-
tionally on it may be reasonable if one of the posterior probabilities p (Mj |x) is close to
unity. If not, then prediction conditional on a single model fails to take into account all of
the uncertainty about the configuration of the change, and the precision of forecasts may
be overestimated.

B.4 Evaluations of predictive densities

As mentioned in Section 3.1, the prior and posterior predictive distributions, p (x |My)
and p (y |x,M}, ), may not be expressible in closed form, and recourse to numerical approxi-
mations is needed. Since estimation of the parameters for model (B.1) is done via Gibbs
sampling (Section 2), it would be natural to use the simulated outputs to estimate the
predictive densities. The problem is easily solved by Monte Carlo generation for posterior
predictive distribution. On the other hand, the evaluation of the prior predictive distribu-
tion from Gibbs outputs is more challenging. In the following, we present how the Gibbs
algorithm can be used to evaluate such integrals. The parameters of model (B.1) are de-

noted by 8 = (6;,02,7), and we suppose {G(j);j = 1,...,m} are the m draws from the joint

posterior density p (6 |x,My) obtained using the Gibbs sampler, after the first ¢ values of
the chain have been discarded.

B.4.1 Posterior predictive density

The posterior predictive density can be readily approximated via the Gibbs sampling
process used to estimate the posterior distributions. For each draw of the parameters

{O(j ). j = 1,...,m} from the posterior distribution p (8 |x,M} ), one simply has to sample one
value of y from the likelihood function p (y 100 ) M, k) , which for model (B.1)isp (y | Hg ),M k) .

The set of simulated ¥’s from all the 0Y)s characterizes the posterior predictive density,
p (y|x,My,), and can be used to estimate it. For instance, as a rough estimate for p (y |x,Mz ),
one can use a histogram. A better estimate is given by

~ 1 & ;
PlylxMi) =—> (vl o M, ) (B.17)
=1

Gelfand and Smith (1990) referred to this averaging technique as Rao-Blackwellization
and argued that it improves on the usual histogram estimate. This approach was adopted
in Perreault et al. (2000) for inference about the parameters of model M,.
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If one is concerned with model uncertainty, an overall posterior predictive distribution
can be estimated using the posterior probabilities associated with each model. If, for all
models, prior and posterior predictive distributions are intractable, we have

Plylx) = 5‘1—: (M %) P (y Ix, My ), (B.18)

where 7 (y [x,M}.) is given by (B.17) and 5 (M}, |x) is the estimated posterior probability
of M), being true obtained by substituting in (B.9) the prior predictive by an estimated
value (see Section 4.2). Finally, conditional and overall point predictions for a future value,
assuming a quadratic utility function, can be evaluated in a way similar to that in Section
3.3.

B.4.2 Prior predictive density

As it was mentioned, the evaluation of the prior predictive distribution p (x|M}) from
Gibbs outputs is a more complicated task. In fact, integration is done with respect to the
prior density, whereas the Gibbs sampler produces the draws from the posterior. Therefore,
the simulated outputs from the Gibbs method, or other Markovian iterative schemes, can
not be used directly to evaluate prior predictive distributions as is the case for posterior
predictive densities.

Several approaches, based on such posterior simulation, have been proposed to estimate
prior predictive densities like p (x| M}, ). However, many of these estimates are known to be
unstable, or need large samples (see Kass and Raftery, 1995). Other more accurate estimates
requires a tuning function, which can be quite difficult to determine (see Gelfand and Dey,
1994). On the other hand, Chib (1995) developed a very simple approach which is free of
the problems just mentioned. This method, which is adopted here, was developed in the
setting where the Gibbs sampling algorithm has been used to provide sample draws from
the posterior distribution. To use it, it is necessary that all normalizing constants of the
full conditional densities involved in the Gibbs sampling be known. This is usually the case
when the Gibbs algorithm is implemented.

Chib (1995) exploits the fact that the prior predictive density is the normalizing constant
in the Bayes theorem, and therefore can be expressed as the prior distribution times the
likelihood function over the posterior density, i.e.

p(x0,My) p(0 | M)
p (9 |X9Mk)

p{x|M) = (B.19)

This simple identity holds for any parameter value. The numerator in the last expression
can be directly evaluated at a given point, say 8*. However, no expression in closed form is
available for the denominator p (8 |x,M} ). Therefore, if a density estimate for p (8 |x,M} ),
denoted §(60 |x,M}), is available, an estimate for the prior predictive distribution using
expression (B.19) can be derived as

where 6" is any parameter value. The simple solution proposed by Chib (1995) to eva-
luate 5(6 |x,M},) is to perform additional Gibbs cycles. A brief description of the imple-
mentation for our particular problem is offered in Appendix B. A scheme swmmarizing
the approach is presented in Figure 1. See Chib (1995) for more general discussions and
properties.
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Stepl Initial Gibbs cycle
ng) ~p (91 |6§j"1),7(j‘”,x,1\/fk) 0" = (67.,05,7)
. , ] = 01,02,
609 ~ p (92 [ 0\ 7G-1) x, Mk) s p (7 165,65,%,M})
7'(‘7) ~p (T 195_])?0%7)7)(9]\/[};) P (01 ‘X,]V[k) o (BB)

7
Step 2 .Partial Gibbs cycle
ng) ~p (02 105,791 x,My,)
. * ; = o~k *
7@~ p (T * 09 x, ]V[k) P63 167,%,My ) eq. (B.4)
e
Step 3 Chib’s estimate

4
Pon (x| M)
eq. (B5)

Figure 1. Basic steps for Chib’s estimate.

Although Chib’s procedure leads to an increase in the number of iterations, it does not
require new programming and thus is straightforward to implement.

B.5 Applications assuming normal change-point mo-
dels

This new perspective for change-point analysis is illustrated by applying the methods
presented in the previous sections to eight series of annual energy inflows. The four normal
models discussed in Section 2 are considered: the no change hypothesis, a single change
in the mean level only, a single change in the variance only, and a simultaneous change in
both the mean and the variance. Perreault et al. (2000) have already applied models M,
and Ms to annual energy inflows for two sites. However, their analysis was restricted to the
estimation of the change-point and its intensity, and did not account for model uncertainty.

All calculations which require Gibbs sampling (evaluation of prior and posterior predic-
tive distributions for model Mp) were based on t = 1000 iterations and m = 1000 replicates.
To ensure maximum accuracy of Chib’s approach, the prior predictive estimate was evalua-
ted at a high density point 8°, namely the posterior mode.

B.5.1 The data

The series of particular importance for energy planning in Québec are the annual energy
inflows for the 8 major hydropower systems managed by Hydro-Québec: Saint-Laurent,
Outaouais, La Grande, Saint-Maurice, Bersimis, Manicouagan, OQutardes and Churchill
Falls. For each of these systems, the energy inflows are evaluated by multiplying the natural
inflow of each reservoir in the system by a factor based on the production capacity of the
corresponding power plant. The historical annual energy inflows expressed in terawatt-hour
(TWh) for all hydropower systems (1943-1996) are shown in Figure 2.
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Figure 2. Annual energy inflows for 8 hydropower systems in TWh.(1943-1996).

Examining these time series, an abrupt change in the mean level and/or the variance
for some hydropower systems may be suspected. However, statistical characteristics for
these series, such as the mean and the variance, are calculated over the entire period of
observation, and then used as inputs to design scenarios or for forecasting future energy
availability. Stationarity is therefore assumed, even when in fact this hypothesis could be
violated. This might lead to wrong decisions regarding policies about future energy related
development for the company. Therefore, in order to develop management rules for energy
planning, procedures for analyzing changes in energy inflow series are needed.

B.5.2 Specifying prior distributions

Bayesian model selection using standard Bayes factors cannot be made using nonin-
formative prior distributions. Prior knowledge must thus be elicited from expert opinion
and/or from external information about the studied phenomena in order to obtain proper
prior distributions. In what follows, we briefly describe how proper prior distributions were
specified for our particular problem.

As mentioned in the previous section, the annual energy inflows are generally used by
Hydro-Québec for energy planning under the assumption that all historical observations
were obtained under the same conditions. Model My, which represents the no change hy-
pothesis, can then be considered as a proxy to the true model in a prior state of belief.
Therefore, following the discussion in Section 3.2, prior probabilities for each model being
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true were chosen such that « change » and « no change » alternatives have equal weight,
ie.

p(Mo)=1/2 and p(M)=p(My)=p(Ms)=1/6.

Faced with such vague knowledge and lack of conviction about the existence of a change,
one cannot reasonably favor any epoch of change for models M;, M> and Mj. The year 7
at which a change may have occurred was therefore assumed to follow a discrete uniform
distribution for each of these models. Note that with this density, the prior expected change-
point is 1970, i.e. the mean of a discrete uniform probability distribution on the interval
[1943,1995].

Finally, for the other parameters, the prior degrees of belief were assumed to be repre-
sented by normal-inverted gamma type of distributions (see Appendix A). The complete
specification of prior knowledge about these quantities required the choice of hyperparame-
ters in these expressions. This was done by eliciting regional information, as described in
Perreault et al. (2000). For each site, a regression model was used to predict the average
and the variance of the energy inflows, before and after 1970. These predictions were then
used, along with their standard error, to estimate the mean and the variance of the normal
and inverted gamma distributions. Finally, simple systems of equations for the first two
moments were solved, yielding estimated hyperparameter values for all sites. A simple re-
gression considering only the generating capacity appeared to be the best regional model for
predicting the average and the variance of the energy inflows for each hydropower system.
For details, see Perreault et al. (2000).

B.5.3 Inference about the existence and the configuration of a
change

We are now concerned with the problem of verifying the existence of a change in the
annual energy inflow and, if any, the identification of its type among the configurations
assumed by Mi, My and M3. As explained in Section 3.2, this is essentially the problem of
choosing a model in M = {Mq,M1,M2,M3}, without any subsequent decision. To perform
a Bayesian model selection in M, each of the four prior predictive densities, p(x|My)
i=0,...,3, has to be evaluated. This is easily done for models My, M1 and Ms. The density
p (x|Mp), assuming conjugate prior distributions, is a well-known result and is expressible
in closed form (Berger, 1985). The prior predictive distributions p(x|M;) and p(x|M3)
can be calculated using (B.6). Since p (x|7,M;) and p (x|7,M3) appearing in (B.6) can be
expressed in closed form (see Appendix A), the evaluation of the prior predictive densities
for models M; and Mj is straightforward. More precisely, we have

I\ 1 B T()
p(x|Mo) = (g) T (5) T@ (B.21)

1\ g = stz Te)
p(x|M;) = (-2—7;> —}\\/—:——m ;P(T}Ml) ()\1)‘2) (Bl)a’ (B.22)

PR - N - vy/2 DT (@) pos
p(xi“s)"(‘z‘;> TR a0 T ag) 27 7)) e et -
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where the updated hyperparameters for these models are given in Appendix A. To
simplify, the same notation for the hyperparameters of each model was used. But, to stay
rigorous, different notations should have been used to express the fact that hyperparameter
values depend upon their specific model.

Now, since informative prior distributions were specified for each parameter, the Bayes
factors Bjp, Bsg and Bs; and the model posterior probabilities p (My |x), & = 0,1,3, can
be evaluated analytically using (B.11) and (B.9) with the above expressions. However, the
integral needed to evaluate p (x |My) is intractable (Perreault et al., 2000). Therefore, the
Bayes factors Bog, B2 and Bss cannot be evaluated analytically. This problem can be solved
via Gibbs sampling by using Chib’s method as presented in Section 4.2. The full conditional
distributions needed for Chib’s approach were derived in Perreault et al. (2000), and are
recalled in Appendix A.

All Bayes factors for each hydropower system are presented in Table 3. These can be
used to compare, two by two, all models. The posterior probabilities (B.9) of each model
being true have also been evaluated, and are given in the last column of Table 2. They can
be compared to the prior probabilities specified in Section 5.2 in order to see how the prior
state of belief was updated by the data.

Table 2. Bayes factors and model posterior probabilities for all series
Bersimis Bk Moy M, M, M; p (M |x)
1 0.3865 0.2642 0.2364  0.2205
M,  2.5870 1 0.6835 0.6115  0.1902
My  3.7850 1.4631 1 0.8947  0.2783
Ms  4.2307 1.6354 1.1177 1 0.3110
Churchill Falls By My M, M, Ms  p(Mg|x)
My 1 0.1659 0.7848 0.0929  0.1424
M;  6.0284 1 4.7313 0.5603 0.2862
M, 1.2742 0.2114 1 0.1184 0.0605
Ms 107591 1.7847 8.4441 1 0.5108
La Grande Bji, My M Mo M p (Mg |x)
My 1 0.7049 0.6445 0.9349  0.4261
M, 14187 1 0.9143 1.3264  0.2015
M, 15517 1.0937 1 1.4507  0.2204
Mz 1.0696 0.7539 0.6893 1 0.1519
Manicouagan  Bjy My M; My M;  p(Mi|x)
My 1 3.3276 0.4086 1.5035  0.4678
M,  0.3005 1 0.1228 0.4518  0.0469
My 24475  8.1445 1 3.6800 0.3816
Mz 0.6651 2.2132 0.2717 1 0.1037
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Table 2. (Continued)

Outaouais B, My M, Mo Ms p(Milx)
My 1 3.0306  0.2644 0.7530  0.3554
M,  0.3300 1 0.0872 0.2485  0.0391
M, 3.7827  11.4638 1 2.8482  (0.4481
M; 13281 4.0249  0.3511 1 0.1573
Qutardes Biji, Mg M; My M;  p(Myl|x)
My 1 1.7533  0.1761 1.1560  0.2966
M; 0.5703 1 0.1004 0.6593  0.0564
M, 5.6798 9.9585 1 6.5660  0.5615
Mz  0.8650 1.5167  0.1523 1 0.0855
Saint-Maurice Bjk MO ]\/[1 Mg M3 p(Mk ‘X)
My 1 1.1804 0.7005 1.7396  0.5129
M,  0.8472 1 0.5934 1.4737  0.1448
Mo 1.4276 1.6852 1 2.4835 0.2441
Msy  0.5748 0.6785  0.4027 1 0.0983
Saint-Laurent  Bjy My M; My Ms  p{(Mglx)
My 1 < 0.0001 0.0727 0.0001  0.0001
M; > 150 1 > 150 1.6854  0.6274
M, 13.7496  0.0005 1 0.0009  0.0003
My > 150 0.5933 > 150 1 0.3722

It can be seen in particular that the odds for model My have decreased for every series
except St-Maurice. Therefore, the data tend to contradict Hydro-Québec’s prior belief that
the annual energy inflows were generated from the same process. We can be particularly
confident about the existence of a single change for the Saint-Laurent series, since the
posterior probability for My is very small (0.0001). However, for the other systems, it may
be appropriate to use the Bayes factor By, given by (B.13), along with a decision rule such
as Raftery’s scheme (Table 1). These Bayes factors are reported in Table 3 for each series.

Table 3. Bayes factors for change against no change
and for identifying the type of the change, if any
System Beo  Bigs Boas  Bsae)
Bersimis 3.53 0.65 1.11 1.33
Churchill Falls  6.02 1.00 0.16 2.95
La Grande 1.35 - - -
Manicouagan  1.14 - - -
Qutaouais 1.81 - - -
Outardes 2.37 0.10 14.25 0.16
Saint-Maurice  0.95 - - -
Saint-Laurent  >150 3.37 0.00 1.19

According to the scheme of Table 1, the Bayes factors B.g for Bersimis and Churchill
Falls provide positive evidence in favor of a single change, while for Saint-Laurent, as it
was anticipated, very strong evidence against no change is provided. Note that the annual
energy inflows of Outardes almost exhibit a change (Beo = 2.37). For the other systems,
it is not possible to reject the no change hypothesis. Since for Bersimis, Churchill Falls,
Outardes and Saint-Laurent the change hypothesis is plausible, Bayes factors to identify
its type were calculated as described at the end of Section 3.2. Discarding model My as a
credible hypothesis, equation (B.12) was used to evaluate By(g,3), By(1,3) and Bj(12). The
Bayes factor By(3) corresponds to the ratio of posterior to prior odds on M; against M2
and Mj, and so on. These pairwise comparisons of plausibility measures may be used to
discriminate between the considered change-point models, under the hypothesis that one
of these configurations has occurred. It seems that models M, and Ms are equally credible
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for Bersimis, while for Outardes M, is clearly the most plausible configuration of change,
if any. The annual energy inflows observed for Churchill Falls are more likely to exhibit a
simultaneous change in both the mean and the variance (M3). Finally, it seems that the
most plausible type of change for annual energy inflows for Saint-Laurent is a single change
in the mean only (Mh).

Inference about the parameters of interest, assuming configuration My or Mp, can be
made by using the approaches described in Perreault et al. (2000). In particular, assuming
a single change in the variance only, 1960 and 1954 are seen to be the most probable years
of change (mode of p (7 |x,Mz)) for Bersimis and Outardes respectively. In Perreault et al.
(2000) a detailed analysis was performed to characterize a change in Churchill Falls annual
energy inflows assuming model M;. This inference may be revised in light of the above
results by using the posterior distributions for M3 derived in Appendix A. It is important
to note that if Raftery’s scheme have to be strictly used, discrimination between the three
change-point models is not possible for Bersimis and Churchill Falls. In fact, none of the
three Bayes factors indicate positive evidence (Bj(jk) > 3)-

B.5.4 Predictive analysis

The detection of a change and the identification of its type are important for Hydro-
Québec, but prediction is often the real ultimate goal when analyzing annual energy inflows.
In what follows, we derive the posterior predictive density for a future value under each of
the models in the set M = {My,M1,M>,M3} and use them to evaluate an « overall »
posterior predictive distribution, as developed in Section 3.3. The forecasting of a future
observation is then performed for all Hydro-Québec’s series of annual energy inflows.

For models M; and Ma, integration in (B.7) to evaluate p (y |7,x,M}, ) is straightforward
and leads to an expression in closed form. The resulting density functions p (y |7,%,M1)
and p(y|7r,x,M3) are seen to be Student t-distributions. For model My, the predictive
density p (y |x,Mg ), which of course does not involve a change-point parameter 7, is also
a Student distribution (Berger, 1985). The parameters of the corresponding ¢-distributions
are presented in Table 4.

Table 4. Posterior predictive densties conditional on 7.
Parameters of the Student {-distributions

Density Location a Scale b Degrees of ireedom ¢
p(y %Mo) ¢ o [(1+N) 87 2/
p(ylrx,M:) ¢ o [(1+2) 8] 20/
p(y|T%,M3) ) o [(L+X) 8]0 20,

7
2
—(cFI)/2
Note: ST (z]ab,c) x [1 +c oz - a)Z} ¢

Hence, for a given change-point model, say M3, the unconditional density p (y |x,M3)
is evaluated with (B.7), and appears as a finite mixture of the associated conditional dis-
tributions weighted by the n — 1 values of p (7 |x,M3) given by (A.5). As it was the case
for the prior predictive density, the posterior predictive distribution p(y |x,M>) cannot be
calculated analytically. However, it can easily be approximated using the Gibbs sampling
outputs (see Section 4.1).

Posterior predictive distributions for a 1-year future value, p(y |x,M}), were computed
for the eight series of annual energy inflows assuming the four models. The overall pos-
terior predictive density was also evaluated using (B.18) and the posterior probabilities
given in Table 3. These are shown in Figure 3 for Bersimis, Churchill Falls, Outaouais and
Saint-Laurent. The dotted lines correspond to the « conditional » posterior predictive den-
sities p (v |x,M% ), while the continuous line is the combined predictive mixture. This figure
illustrates how the overall posterior predictive distribution behaves compared to the condi-
tional ones. When uncertainty about the true model is quite low, i.e. one of the posterior
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probabilities is near one (Saint-Laurent for instance), this distribution is very close to the
predictive distributions obtained from the « optimal » model M. On the other hand, when
uncertainty about the true model is considerable, i.e. all posterior probabilities are similar
(Bersimis for instance), all conditional posterior predictive distributions contribute to the
overall predictive distribution.

1 i 2 0 e

T %

¥ 3 3 i5 3
Fure cosarvation (TWh) Fotire cosereasion (TWH

Figure 3. Conditional and overall 1-year predictive densities.

Various quantities of interest about future emergy availability (quantiles, exceedance
probabilities, etc.) can be derived from these densities. Table 5 reports a point prediction for
each of the posterior predictive densities along with its standard deviation (in parentheses).
A quadratic utility function was assumed, i.e. the 1-year forecast corresponds to the expected
value (equations (B.14) and (B.16)). The 90% credible interval for the overall prediction is
illustrated in Figure 4 for each hydropower system.

Table 5. Results of a 1-year prediction for all hydropower systems
Conditional prediction

System Mg M, Mo M3 Overall

Bersimis 8.00 8.60 7.93 8.45 8.23
(0.97)  (0.94) (1.09) (1.06) (1.07)

Churchill Falls  34.43 30.16 34.34 30.44 31.16
(4.93)  (4.88)  (4.58) (4.39) (4.91)

La Grande 79.32 77.02 79.46 77.46 78.61
(11.55) (11.64) (13.02) (13.37) (12.24)

Manicouagan 21.91 20.88 22.07 20.91 21.82
(2.96) (3.01) (3.65) (3.94) (3.37)

Qutaouais 10.03 9.82 9.94 9.60 9.91
(1.65) (1.69) (1.20) (1.12) (1.39)
Qutardes 9.91 9.51 9.89 9.78 9.87
(1.27) (1.26) (1.36) (1.35) (1.33)
Saint-Maurice 9.19 9.39 9.20 9.36 9.24
(1.43) (1.39) (1.24) (1.33) (1.37)
Saint-Laurent 12.46 13.32 12.50 13.32 13.32

(1.36)  (1.07)  (1.40)  (1.01) (1.05)
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Figure 4. 90% credibility intervals for a 1-year forecast.

Among others, the main observations drawn from Table 5 and Figure 4 are as follows:

1) For 5 hydropower systems, assuming the usual stationarity hypothesis leads to 1-
vear higher forecasts of energy inflow than those obtained by maintaining all models in an
overall point prediction. In particular, this is the case for Churchill Falls (+10%) and La
Grande (+0.9%), the systems which contribute the most to the overall energy produced by
Hydro-Québec. In this particular application, incorporating uncertainty about My provided
a more conservative prediction about future energy availability.

2) Considering all situations in an overall prediction leads to forecasts with larger stan-
dard deviations for 5 systems. This stems from the fact that, in addition to the sample
uncertainty about the parameters, model uncertainty is taken into account.

3) Finally, 90% credible intervals can be very large, especially when uncertainty about
the true model is important. This is the case for Bersimis, La Grande and Manicouagan.
The credible interval for the overall prediction may even cover more than the range of the
observed sample data (Bersimis).

It is important to mention that, in contrast with Bayesian point estimates such as the
posterior mean, the Bayes factors, and therefore model selection, tend to be sensitive to
the choices of priors on the model parameters. Thus, an important issue which was not
discussed here is the sensitivity of the approach to prior distributions. Such analysis should
be performed in practice. Some guidelines and references can be found in Kass and Raftery
(1995).
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B.6 Discussion and conclusions

The hydrologist is often dealing with many models that involve different assumptions
about the studied phenomenon. This is the case when changes have to be analyzed in
hydrometeorological series. Even if the hydrologist wishes to infer using a single model,
there are necessary many choices to be made. For example, one may hesitate between
a change in the mean level only and a simultaneous change in both the mean and the
variance. Moreover, a hydrologist would generally not consider the no change hypothesis
as an impossible situation. In estimating quantities of interest, such as future realizations,
it is certainly desirable to provide an assessment of the uncertainty that accounts for the
model-building process itself (Berger and Rios Insua, 1998; Kass and Raftery, 1995). As
it was mentioned in Section 1, most of authors have centered their investigations on the
estimation of the change-point and the intensity of the change for a given model. Few
have addressed the problem of comparing various alternatives, including the no change
situation. Another important issue which has been neglected in the literature is posterior
predictive analysis for change-point problems. This paper has provided a new and convenient
approach, based on Bayesian model selection, (1) for the overall assessment of change versus
no change, and, if necessary, discrimination between different configurations of change, and
(2) to maintain consideration of all models when forecasting a future observation. The
approach was illustrated by its application on Hydro-Québec annual energy inflows assuming
four univariate norimal models (one model representing the no change hypothesis, and three
change-point models).

The approaches presented herein can be used for other models such as gamma, binomial
and Poisson distributions. More precisely, the use of probability distributions which belong
to the exponential class of p.d.f.’s allows for exactly the same line of reasoning based on
conjugacy for fixed change-point. Moreover, the independence hypothesis may be released,
and change-point analysis can be performed for autoregressive models. Indeed, stationary
autoregressive series with a strong coefficient of autocorrelation may exhibit the same type
of behavior as series with changes in the mean level. With regards to the common use of
AR models to represent hydrological persistency, it is therefore important to study which
of two hypotheses (AR or M) is more credible. The methodology presented in this paper
can answer this question by including in the set of models M an AR model. It is important
to note that the models considered are not appropriate to forecast in the future if another
change in climate state takes place. These models assume that we will stay indefinitely in the
second state. If we think that in the future the state may change again, we should generalize
the approach. However, the series of interest in this paper do not indicate any return to the
original state since only one change seems to have occurred. Anyhow, if one is interested
to generalize the approach, useful models for forecasting if another change in climate state
may take place would be the so-called hidden Markov chain models (see Robert et al. (2000)
and references therein).

Finally, a complete Bayesian analysis can be achieved to cast the statistical inference
of hydrometeorological changes into an operational decision-making framework with termi-
nal actions such as planning new dams. Such investigations could develop Krzysztofowicz
s results (Krzysztofowicz, 1994) who embraces this decisional aspects for nonstationary
stopping-control processes, or more recent work by Hobbs et al. (1997) and Venketesh and
Hobbs (1999) who studied the problem of investments for managing water levels under
climate change uncertainty.

Acknowledgments. We wish to express our deep gratitude to Professor Lucien Duckstein
for his critical review of this paper. We are also grateful to René Roy and Raymond Gauthier
of Hydro-Québec for providing data. Finally, we gratefully acknowledge the constructive
comments of two anonymous referees on an earlier version that considerably improved
this paper. This research is supported by la Direction Geénéral de I'Enseignement et de
la Recherche de France (DGER), les fonds pour la Formation de Chercheurs et I'Aide 3 la
Recherche du Québec (FCAR), and I'Institut National de la Recherche Scientifique (INRS-

Eau)..



164 ANALYSE BAYESIENNE D’UNE RUPTURE EN HYDROLOGIE

References

Berger, J.0., 1985. Statistical Decision Theory and Bayesian Analysis, Springer-Verlag,

New York.

Berger, J.0., Pericchi, L.R., 1996. The intrinsic Bayes factor for model selection and

prediction, J. Amer. Statist. Assoc. 91, 109-122.

Berger, J.O., Rios Insua, D., 1998. Recent developments in Bayesian inference with

applications in hydrology, in Statistical and Bayesian Methods in Hydrological Sciences,

edited by E. Parent, P. Hubert, B. Bobée and J. Miquel, UNESCO Publishing, 43-62.

Bernardo, J.M., Smith, A.F.M, 1994. Bayesian theory, Wiley, New York.

Box, G.E.P, Tiao, G.C., 1973. Bayesian Inference in Statistical Analysis, Addison-Wesley,

Reading, Massachusetts.

Bruneau, P., Rassam, J.-C., 1983. Application d’'un modéle bayésien de détection de

changements de moyennes dans une série, Journal des Sciences Hydrologiques 28, 341-354.

Carlin, B.P., Gelfand, A.E., Smith, A.F.M., 1992. Hierarchical Bayesian analysis of

changepoint problems, Appl. Statist. 41, 389-405.

Chib, S., 1995. Marginal likelihood from the Gibbs output, J. Am. Stat. Assoc. 90, 1313-

1321.

Gelfand, A.E., Dey, D.K., 1994. Bayesian model choice: Asymptotics and exact calcu-

lations, J. Roy. Statist. Soc. B 56, 501-514.

Gelfand, A.E., Smith, A.F.M., 1990. Sampling-based approaches to calculating marginal

densities, J. Am. Stat. Assoc. 85, 398-409.

Hobbs, B.F., Chao, P.T., Venkatesh, B.IN., 1997. Using decision analysis to include

climate change in water resources decision making, Clim. Change 37, 177-202.

Jeffreys, H., 1961. Theory of Probability, Oxford, U.K., Oxford University Press.

Kass, R.E., Raftery, A.E., 1995. Bayes factors, J. Am. Stat. Assoc. 90, 773-795.

Kerr, R.A., 1992. Unmasking a shifty climate system, Science 255, 1508-1510.

Kerr, R.A., 1999. A new force in high-latitude climate, Science 284, 241-242.

Krzysztofowicz, R., 1994. Strategic decisions under nonstationary conditions: A stopping-

control paradigm, in Engineering Risk in Natural Resources Management, Duckstein L. and

E. Parent (eds.), NATO Advanced Studies Institute Series, Series E - Vol.275, Kluwer, 359-

371.

Lubés-Niel, H., Masson, J.M., Paturel, J.E., Servat, E., 1998. Variabilité climatique

et statistiques. Etude par simulation de la puissance et de la robustesse de quelques tests

utilisés pour vérifier I'homogénéité de chroniques, Rev. Sci. Eau 3, 383-408.

Menzefricke, U., 1981. A Bayesian analysis of a change in the precision of a sequence of

independent normal random variables at an unknown time point, Appl. Statist. 30, 141-146.
O’Hagan, A., 1995. Fractional Bayes factors for model comparisons, J. Roy. Statist. Soc.

B 57, 99-138.

Perreault, L., Bernier, J., Bobée, B., Parent, E., 2000. Bayesian change-point analysis

in hydrometeorological time series 1. The normal model revisited, submitted to J. of Hydrol.

Raftery, A.E., 1996. Approximate Bayes factors and accounting for model uncertainty in

generalised linear models, Biometrika 83, 251-266.

Rao, A.R., Tirtotjondro, W., 1996. Investigation of changes in characteristics of hydro-

logical time series by Bayesian methods, Stochastic Hydrology and Hydraulics 10, 295-317.

Robert, C.P., Rydén, T., Titterington, D.M., 2000. Bayesian inference in hidden

Markov models through the reversible jump Markov chain Monte Carlo method, J. Royal

Statist. Society B 62, 57-75.

Rodriguez-Iturbe, 1., Entekhabi, D., Bras,R.L., 1991. Nonlinear dynamics of soil

moisture at climate scales 1. Stochastic analysis, Water Resour. Res. 27, 1899-1906.

Stephens, D.A, 1994. Bayesian retrospective multiple-changepoint identification, Appl.

Statist. 43, 159-178.

Venkatesh, B.N., Hobbs, B.F., 1999. Analysing investments for managing Lake Erie

levels under climate change uncertainty, Water Resour. Res. 35, 1671-1683.



ANNEXE B. ARTICLE II

165

Appendix

A. Bayesian inference for normal change-point models
Model M,
2 .2

Writing g = (u1,i,) and o = (03,03), the likelihood function resulting from n observa-
tions x = (1,Z2,...,Zn) generated by model M3 is given by

1INF/1\E/ 1\ T
px | p,o,7r,M3) = <§;> <-O_'—2;) (;-%-> exp {-5—2}——%— [sﬁ + &, — ul)z]} (A2A.1)

n—7 _
X exp {“"5’&? 1:5?1—1 + (Tn-r — ﬂ2)2] }

T n T pu— 2 p— 2

- =T o T 2 s (@ —Fr) 2 _ (2; = Tn—v)
Tr=0 7> Tn-r= m—r ST 5 Y Sher = —_—
i==1 i=T+1 i=1 =741

For fixed 7, that expression has the same structure as a product of two normal distributions
with two inverted gamma distributions. This suggests a normal-inverted gamma type of
distribution to represent prior knowledge about u and o. Assuming prior independence
between 7 and the other parameters, and that p (7|M3) is any discrete distribution on the
set {1,2,...,n — 1}, leads to the joint prior parameter p.d.f:

p ([,L,O',T IAI3) = N (/‘Ll l ¢17)‘10%) N (/'1'2 l ¢2’)‘QU%) Ig (G% l alaﬁl) (A2A2)
x IG (03 | a2,82) p (7 |M3)
= NNIGZG (.0 | d:Me,B8)p (7| M)

where ¢ = (¢1,02), A = (An,A2), & = (1,@2), B= (81,8,) are the hyperparameters, and
76 (02 | ,B) stands for the inverted gamma distribution with parameters o and . Because
of conjugate properties the conditional joint posterior distribution p (p,0 |7,%,M3) also be-
longs to the class of normal-inverted-gamma distributions, but with updated parameters

(¢'X,a’,B'). More precisely,

p(p,0o|rx,M3) = NNIGIG (o | &' N.a',B") (A2A.3)

where
M=M/0+7A), M=o /[14 (n—7) Ao},
¢ = (1-N7) ¢+ N7, = [1-25(n—7)] ¢+ 25 (n~T)Tnr,
= +7/2, oy =ay+(n—1)/2,
By =3 [s2+ (1-Xi7) (81— )% + B,

By =50 [+ (1= X (n—7)) (b2 - Tner)?] + Ba:

2 n—
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The prior predictive distribution p (x|7,M3) can be determined by dividing the Bayes
factor numerator (p (i,0,% |7,M3)) by (A.3), and cancelling factors involving p and o2

n/2 IRV oy o ’ !
1 My BB T(a))T(en)
x|r,Ms)=| — \/ ; . A2A4
p(xir,Ms) (27T> A1)z (ﬁ )0‘1 (ﬁ')“z I'(a1)T (a2) ( )
Given 7 and x, it is then straightforward to show that ,ul and p, are conditionally
distributed as Student ¢-distributions ST (1; la,b,c), 0% and o% as inverted gamma distribu-
tions ZG (0?2 | ,8). Integrating the appropriate parameters out of expression (A.3), leads

directly to these conditional posterior distributions of the parameters before and after the
change-point :

p (s |72, Mz) = ST (s [#h,04 (M85 ™" 204 ), i =12,

p (o2 |rx,Ms) =26 (0 |ol,B}), i=12

To draw conclusions regarding the intensity of shifts, it is natural to define the pa-
rameters § = p, — p; and 7 = o3 /o}. Their conditional posterior distributions can be
deduced by simple univariate transformations of variable from the conditional distributions
of the original parameters. Given 7 and x, 7 has a Beta distribution of the second kind
(Menzefricke, 1981). It can also be shown that (o}B1n/a}yf3) is distributed as a Fisher
distribution with 204 and 2a) degrees of freedom. The posterior conditional distribution
of 6 is a Behrens-Fisher distribution which cannot be evaluated in closed form. However,
it can be efficiently approximated by a Student ¢-distribution. Details can be found in Box
and Tiao (1973, p. 107).

Since, according to the Bayes theorem, the joint p.d.f. for (x,7) is just p (x |7,M3) p (7| M3),
the marginal posterior density of the change-point 7 = 1,2,...,n — 1 under M3 is readily seen
to be

p(x|r,M3)p(7|Ms)

Z p(x|r,M3)p(7|Ms)

OCp(TIM:; /\/ Ir(al 052)

Of Q'
(81)™ (62)"

This discrete distribution gives, at time point 7, the posterior probability of simultaneous
shift occurrence in both the mean level and variance. To draw conclusions regardmg the
parameters (1, g, 0%, 03, and the intensity of shifts § = py — p; and n = 0% /o3, their
marginal posterior distributions must be derived. The corresponding marginal distributions
are finite mixtures of the associated conditional distributions weighted by the n — 1 values
of p (7 |x,M3) given by (A.5). For instance, we have

p(r|x,M3) =

(A2A.5)

n—1
p(/"z } X,Ms) = Zp (ﬂ'z l T7X,]V[3)p (T ]X7JV[3), = 1,2
T=1
Model M,
— Prior distribution
p(1,o? M) =N (p| ,20%) ZG (02 | @,B) (A2A.6)

=N1IG (,u,az | ¢,)\,a,,3)
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— Posterior distribution

p(u,o? [x,Mo) = NIG (u,0% | ¢’ N,o',58) (A2A.7)
where
! / 1
a=a+n/2andﬂ=§[ns +(A-N"T(o- l‘n)}
Model M,
— Prior distribution
p (07| M1) =N (py | 61, 00%) N (g | ¢2.220%) IG (0% | a.B) p(r|M1) (A2A.8)

= NNTG (1,0% | $:M0,8) p (v |My)
~ Conditional posterior distribution
p (mo? M) = NNTG (mo® | ¢/ X o ,5) (A2A.9)
where
M= /(1+7TA), 61 = (1-X7) ¢y + MN7Fs,
X=X /[l+(n—7)X],¢p=[1=X(n—7)] ¢+ X5 (n = 7)Tn—r,
B =2 [+ (1= Nr) (61 - 5)] + 25T [+ (1= X (0= 7)) (62— Fur)?] + 5,
od=a+n/2.

— Prior predictive distribution conditional on T

1\™% [Xx, 8% T()
p(x|r,M) = (é;) S (ﬁ/)a’ (@) (A2A.10)
- Marginal posterior distribution of T
p(7 | x,My) o p (7| M) /A1 (B gy~ (A2A.11)
Model M,
~ Prior distribution
p(p,o2,08,mIMz) =N (1] ¢ 01) IG (03 | a1,8:) ZG (03 | a2,85) p (7| M3) (A2A.12)

= NIGIg (,’.1',0'1,0'2 ‘ A a,ﬁ)p (T 1M2)

— Full conditionals

12 2
¢// >‘0102 )
3

XN(n—r1)o2+ 0}
o3 [s @ — )+ B /\"5) ]+ﬂ)

a27 31——7 + (?En—-f - /1')2] + ﬂ2)
/‘%0—2301’7 MZ) p (T |M2)

p(plodosrx, M) =N (u

(02 lu,al,r X M2 = T
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where

N=X/(1+7X), ¢ =(1-N7)¢+ N7z,

1
" 2 47 ’ 2
— + A {(n—T)0{Tn_
¢ /\I(n—T)U%-}-Ug [0'2¢ ( ) 1%n TJ
r _ n—T
g, = 5 {33 + (1= X7) (czS——:rT)z} + B, By = 3 Snr + Ba,
T+1 n-—T
allzal T’aé=a2+ 2

B. Implementation of Chib’s approach

In the context of the general change-point model (B.1), the full conditional distributions
are p (7 101,02,x), p (61 |02,7,x) and p (0, |61,7,x), and {O(j) = («95]),9&7),7-(9')) 1j = 1,...,m}
are the m draws from the joint posterior density p {6 |x,M}) obtained using the Gibbs
sampler, after the first ¢ values of the chain have been discarded.

Chib’s estimate for p (x |M}) is given by

o (x|My) =2 (xg(’gf’}ii\f[z; Leld) (A2B.1)

where 7 (0" |x,M}, ) is an estimate for p (0 |x,M}, ) evaluated at 6*. Using basic probability
rules, the posterior density ordinate p (6" |x,M} ), for a given value 8%, can be expressed as

p (6" Ix, M) = p (67 %, M) p (63 167,%,My ) p (7 [67,62,%, M) (A2B.2)

The last term of the right-hand side is nothing other than the full conditional distribution
of 7 evaluated at 7 after setting (6,,0;,7) = (07,05,7*). Because all full conditionals are
assumed to be expressible in closed form, p (7* |67,65,x,M}) can be evaluated exactly. For
the same reason, the first term p (67 |x,My ), which is the marginal ordinate, can be estimated
from the m draws of the Gibbs run using the Rao-Blackwellized estimate:

POTbeMy) = = > (6;

j=1

9gf’,f(f>,x,Mk) (A2B.3)

However, the partial conditional ordinate p (65 |67,x,M}, ) in (B.2) cannot be obtained di-
rectly. In fact, the draws of 8, from the Gibbs sampler are from the distribution p (62 |x,M} )
and not from p (63 |61,%,M} ), so that an estimate for this density cannot be calculated using
these simulated values. The simple solution proposed by Chib (1995) is to continue sampling
for an additional m iterations with the conditional densities

p (92 |9;)T7xyMk ) and p (T I9’{,92,X,Mk )

where in each of these densities, 8; is set equal to 7. Consequently,

S(H* 16* 1 - * | % 1
p (63 !91,x,Mk)=—n;;p(92 1,T(J),X,M2) (A2B.49)
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is a Rao-Blackwellized estimate for the second term in (B.2).
Substituting the density estimates (B.3) and (B.4) into (B.2), and then the obtained
estimate 7 (0™ |x,My ) into (B.1) yields finally to

ﬁCH (X‘A”[k) - p(XIB*,]V[k)p(G* I]\/[k)
P07 |, My ) (65 167,x, M ) p (7* |67,62.%, Mk )

(A2B.5)

Since expression (B.5) holds for any value of 8, the choice of 8 is not critical. However,
Chib (1995) pointed out that efficiency considerations dictate that for a given number of
replicates m, the prior predictive is likely to be more accurately estimated at a high density
point, where more samples are available, than at a point in the tails. The posterior mode or
the maximum likelihood estimate, which can be easily approximated from the initial Gibbs
output, should be used. Alternatively, one can also use the posterior mean provided there
is no concern that it is a low density point. Finally, this approach can be easily generalized
to more than three unknown parameters.






Annexe C

Densités de probabilité et principaux
moments
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E{y} =u V{y}‘—“x‘(ﬁa‘)
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Annexe D

Echantillonnage de Gibbs

L’échantillonnage de Gibbs est un outil de simulation Monte Carlo par chaines de
Markov (MCMC) qui permet d’obtenir des réalisations provenant approximativement
d’une loi jointe d’un ensemble de variables aléatoires. Ces réalisations peuvent étre em-
ployées pour évaluer diverses caractéristiques de cette distribution, notamment les densités
marginales.

D.1 Algorithme de Gibbs

Etant donné un ensemble de p variables aléatoires Uh,...,U,, nous souhaitons éva-
Juer par échantillonage de Gibbs les distributions marginales p (U;), i = 1,...,p, ainsi que
certaines de leurs caractéristiques. Supposons que la loi jointe p (Us,...,Up) est entiére-
ment et uniquement déterminée par les lois conditionnelles completes que nous notons

p (Ui |[Uj,j #4), i = 1,...,p. Partant d’une valeur initiale arbitraire U® = ( o, 1@),
lalgorithme de Gibbs consiste & tirer successivement

- 1(1) 4 partir de p (Ul UZ(O),..., éo))

- 2(1) & partir de p (U2 Ul(l), éo),...,U,SO)),

_ 3(1) 4 partir de p (Ug Ul(l),Uz(l),Uia),..., ;EO))a

~ et ainsi de suite jusqu’a U,Sl) 4 partir de p (Up |U1(1),...,U1§_1_)1)

Ce cycle est répété t fois (le temps de chauffe) pour obtenir Ut = (Ul(t),..., ;St)) .

On peut montrer que le vecteur U® ainsi obtenu converge en loi vers un échantillon
provenant de la distribution p (Uy,...,Up) lorsque ¢ devient grand. Les conditions de régu-
larité sous lesquelles 1’échantillonnage de Gibbs converge sont quasi-inexistantes (Gelfand
et Smith (1990), Robert et Casella (1999)). Ainsi, si on répéte tout le processus m fois
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en paralléle (les réplicats), on obtiendra un échantillon de m vecteurs U(t) ,Uﬁ,tz) in-

dépendamment et identiquement distribués selon la loi jointe p (Un,...,Up). L’échantillon
U(t) Uz ® peut étre utilisé pour approcher les densités marginales ou toute autre ca-
ractéristique de la loi jointe (espérances, intervalles de crédibilité, quantiles, etc. ) par de
simples sommes finies d’expressions connues.

Cette maniére de procéder nous oblige & éliminer (¢ — 1) x m tirages. Nous lui avons
donc préferé la stratégie qui consiste & générer une seule chaine de taille ¢+m, ot seules les
m derniéres valeurs sont conservées pour l’estimation. Cette procédure est beaucoup plus
économique en terme de temps de simulation. L’échantillon U(t) ,U,(v? résultant provient
toujours de la distribution p (Uy,...,U,). Toutefois, ces valeurs ne sont pas indépendantes.
Cela ne cause pas de probléme pour l’estimation des densités et de leurs espérances.
En revanche, si nous souhaitons estimer leur variance, il est préférable d’employer des
techniques issues du domaine de 1’analyse des séries chronologiques.

D.2 Estimation a partir de I’échantillonnage de Gibbs

On peut envisager d’estimer, par exemple, la densité marginale p (U;) par Uhisto-
gramme des valeurs simulées (Uz(f), Ugi) et son espérance par la moyenne (1 /m) 3, U,g).
Mais ces estimations se révélent rudimentaires puisqu’elles n’exploitent pas le fait que les
lois conditionnelles complétes sont connues. Des estimateurs pour la densité et son espé-

rance, qui mobilisent cette information, sont respectivement :

Zp(

U j # z) (D.1)

et

i od F Z} (D.2)

L’argument formel qui justifie l’emploi de ces expressions repose sur le théoréme de Rao-
Blackwell (Lehmann (1983)). C’est pourquoi, dans la littérature, on les retrouvent souvent
sous le nom d’estimateurs « Rao-Blackwellisés ».
Par ailleurs, il est aussi possible d’approcher les caractéristiques d’une fonction des
®)

variables aléatoires W (Uj,...,Up). Pour chaque vecteur (U1J , Ug-)), on peut évaluer

W(t) w (Ul(;), U;?) dont la loi marginale est approximativement p(W). Des es-
timateurs « Rao-Blackwellisés » peuvent étre obtenus. En effet, si U; apparait comme
argument dans la fonction W, la loi conditionnelle compléte p (W |Uj,j # i) peut étre

déterminée & partir de p (U; |U;,j # ) par un simple changement de variables.
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D.3 Eléments d’analyse de la convergence pour les
modéles MM, et MM;

La mise en oeuvre de P’algorithme de Gibbs requiert le choix d’un temps de chauffe
¢ et du nombre de réplicats m. Dans ce qui suit nous présentons quelques graphiques
permettant d’examiner la convergence de l’algorithme pour les applications du Chapitre
5. Evidemment, cette étude de la convergence est trés sommaire. Pour plus de détails
concernant les problémes de convergence des outils MCMG, le lecteur est invité & consulter
Robert (1998) et Robert et Casella (1999).

Apres quelques expérimentations, le temps de chauffe ¢ a été fixé & 2000 itérations pour
Je modéle MM et 5000 pour le MMj3. Cette analyse a consisté principalement & étudier la
sensibilité des conditions initiales sur 'inférence. Nous avons comparé les histogrammes
des densités marginales de chaque parameétre pour plusieurs valeurs ¢. Nous avons arréter
notre choix lorsque ’augmentation du temps de chauffe ne semblait plus avoir d’effet sur
la, forme de ces densités. Le tracé des 4000 premiéres valeurs générées est présenté aux
figures D.1 4 D.3 pour le modele MM, et aux figures D.4 & D.6 pour le modéle MM;. On
remarque en particulier la présence d’une plus forte dépendance d’une itération & I’autre
pour ce dernier modele. Cela révéle une plus lente convergence vers la loi jointe. C’est
pourquoi nous avons considéré un temps de chauffe plus grand pour MMj3 que pour MMa.

Le nombre de réplicats a été fixé & 2500 pour les deux modeles. Ici encore, ce choix
repose sur des analyses graphiques en comparant les estimations « Rao-Blackwellisées »
pour diverses valeurs de m. La statistique de Gelman et al. (1995) , \/E, dont la définition
est donnée en page 331 de leur ouvrage, a aussi été calculée pour différentes valeurs de m.
Les résultats pour le modéle MM sont donnés au Tableau D.1. Les auteurs recommandent
de choisir le nombre de réplicats qui correspond & une valeur de \/ﬁ inférieure & 1.2.
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TaB. D.1 - Valeurs du R de Gelman et al. (1995) pour les paramétres du modéle MM3
Itérations  py;  poy iy M Psi M1t Bn Ha

50 1.067 1.126 1.082 1.118 1.060 1.130 1.075 1.162

250 1.012 1.016 1.002 1.013 1.020 1.019 1.005 1.011

500 1.007 1.012 1.004 1.005 1.006 1.009 1.002 1.006
1000 1.009 1.001 1.002 1.012 1.011 1.011 1.000 1.008
2500 1.003 1.000 1.002 1.006 1.006 1.006 1.001 1.005
5000 1.001 1.001 1.001 1.003 1.002 1.002 1.001 1.002

Hi2 Hao H3g Hq2 Hso Hgo Ko g
50 1.053 1.060 1.061 1.112 1.167 1.264 1.061 1.096

250 1.003 1.007 1.000 0.999 1.000 1.004 1.005 1.000
500 1.006 1.007 1.003 1.002 1.001 1.002 1.008 1.004
1000 1.006 1.006 1.007 1.010 1.009 1.010 1.010 1.010
2500 1.004 1.003 1.003 1.004 1.004 1.004 1.004 1.006
5000 1.004 1.003 1.004 1.006 1.005 1.005 1.003 1.006

T1 T2 73 T4 75 76 T7 T8
50 1.021 1.373 1.112 1.007 1.058 1.155 1.135 1.146
250 1.168 1.026 1.045 1.013 1.025 1.033 1.002 1.055
500 1.112 1.018 1.027 1.006 1.012 1.015 1.007 1.029
1000 1.052 1.012 1.017 1.021 1.021 1.016 1.010 1.023
2500 1.010 1.004 1.001 1.003 1.003 1.002 1.004 1.002
5000 1.002 1.004 1.004 1.007 1.007 1.002 1.003 1.004

/o> ¢ ¢y 1/v] 1/v3 miess

50 1.029 1.047 1.047 1.055 1.055 1.019
250 1.006 1.003 1.003 1.013 1.013 1.003
500 1.004 1.002 1.002 1.005 1.005 1.001
1000 1.001 1.002 1.002 1.004 1.004 1.001
2500 1.000 1.001 1.001 1.001 1.001 1.004
5000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.002
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Abstract. Although hydrological time series for different sites in a given region are usually
correlated and that climate changes should have a regional impact on water resources, very
little has appeared in the literature about multivariate change-point analysis. This paper
generalizes the univariate Bayesian approach for the detection of a single shift in the mean
level to study a change in the mean-vector of a sequence of multivariate normal vectors. Two
different problems are considered: the first one is the estimation of the unknown regional
change-point under the hypothesis that a shift occurred, while the second one is the overall
assessment of change versus no change. This method is illustrated by an application to
streamflow data series for six rivers situated in the Northern Québec Labrador region.

Keywords. Bayesian analysis ; Multivariate change-point analysis ; Streamflow data; Regional
analysis ; Climate change; Change in the mean-vector

E.1 Introduction

One important step in climate change studies is the estimation of the unknown change-
point in hydrometeorological time series. Since climate change should have a global impact,
it is natural to think that it may induce a common change-point for all series which are
subject to the same climatic phenomena. In number of studies the assumption of a common
date of change is assumed implicitly. In fact, conclusions about a global change-point are
generally drawn from estimates obtained by applying independently as much univariate
analyses as hydrometeorological times series are available for a given region (Bruneau and
Rassam, 1983; Hubert et al., 1989; Servat et al., 1997; Paturel et al., 1997; Lubés-Niel
et al., 1998; Perreault et al., 1999; Kiely, 1999; and references therein). Even though
this type of approach gives interesting insights about regional impact of climate change, the
model behind it considers a change-point parameter for each sequence and does not formally
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represent the multivariate nature of the problem. Consequently, there is no way but empirical
or ad hoc calculations to evaluate uncertainty about the global estimate, and correlations
that may exist between the series are not taken into account. Assuming a common change-
point in one hand, and on the other hand that there is no relation between the observations
from site to site is quite inconsistent. While the univariate change-point problem has been
extensively studied in the literature, multivariate change-point analysis has been less widely
covered. In stochastic hydrology and climatology, to our knowledge, Bayesian multivariate
estimation of an unknown change-point has not been considered. In a recent status report
on detection of climate change, Barnett et al. (1999) identified multivariate analysis as one
of the most urgent research areas to be developed. These authors also outlined some of
the advantages of Bayesian analysis compared to conventional methods for the detection of
climate changes.

In this paper, the Bayesian approach proposed by Perreault et al. (1999) is generalized to
the case of a single change in the mean-vector of a sequence of multivariate normal vectors.
The model assumes a simultaneous shift in the mean level for each sequence, and constant
covariance matrix before and after the change-point. Interest is mainly focussed on the
estimation of the global unknown change-point. The aim is to outline that this problem can
be straightforwardly addressed through the Bayesian framework, which in turn can be easily
solved by implementation of explicit inference technics when conjugate prior distributions
are assumed. ‘

In Section 2, we formulate the multivariate normal change-point model. To illustrate
the principle, we derive in Section 3 the posterior distribution of the change-point using
conjugate prior distributions. It is seen that this density is expressible in closed form and
therefore results to make inference are directly available under the hypothesis that a change
has occurred. In Section 4, we briefly discuss the problem of the assessment of change
against no change. Finally, Section 5 offers an application to streamflow data series of six
rivers situated in Northern Québec.

E.2 The multivariate normal change-point model

In the following, we consider that the data are under a form of a p X n array

X1 X2 ... Xir Xigey oo Xin
Xo1 Xop ... Xor Xy --- Xom
X = . . . . . = (X17x2a-" ,X—,—,.‘- 1X'n)
Xo1 Xp2 oo Xpr Xp@41) oo Xpn
Each row represents observations over time. Then, the columns X;,... ,X;,... X, are

p-dimensional random vectors observed at n consecutive equally spaced time points (say,
the annual runoff measured at p neighboring sites). Suppose that, due to some exogenous
factors (e.g. a climatic change), the first and second parts of the sequences of random
variables operate at two different mean-vectors, respectively g, and po, but with same
covariance matrix . This situation can be represented by the following model:

Xi NN (Xi l [.Ll,P) s 7= 1,...,7' ) .
X .I\/z (x; | o), i=7+1,...n (E1)

i ™

where 1, # [y, T is the unknown change-point, x; a realization of the random vector X,
and N, (x | p,P) stands for the multivariate normal probability density function (p.d.f.):

N, (x| pP) = @) 7?2 |P|% exp {—«% (x—p)'P(x - ,u)} ,XERP, (E.2)
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|| denoting the determinant of a matrix. That is, the shift in the means occurs at the same
position 7 in each sequence. The parameter P labels the precision matrix (inverse of the
matrix of covariances, P = $7!) and represents the unknown but constant structure of the
distribution on both sides of 7. As usual, for such a model, the unknown change-point 7
can take values between 1 and n — 1. Therefore, we assume that a change occurred with
certainty.

The likelihood function resulting from a sample of size n, D = (x1,X2,...,Xn), generated
by this model can be written as

p(D | pypamP) = [[No Gl pP) TT Mo x| p2,P) (E3)
=1

i=7+1
= (@m) P exp Tt [P (S, + (R — ) (& — 1)’ |}

X exp {_n ; Tir [P <Sn_f + Fn—r — #2) (Kn—r — /‘2)t)] }

where
1< 1 -
Xr =~ Xi, Xper = Z Xi,
T “ n—7T.
=1 i=7+41
1 — _ .t 1 =« _ o
S, == Y66 =%r) (i~ %), Spor=—— > (i = Fnr) (% = Fnr)",
i=1 i=T7+1

and tr (-) is the trace-matrix operator.

For instance, maximum likelihood estimates for 7,u; and p, could be derived from
(E.3). In the Bayesian perspective, a joint prior distribution is assumed for the unknown
parameters (fi,4,,7,P). For fixed 7, expression (E.3) has the structure of a product of two
multivariate normal distributions with a Wishart distribution. Assuming conjugacy suggests
therefore to represent prior knowledge about tty,1, and P by:

p(pu0P) = p(p[P)p (ke [P)p(P) (E.4)
= N; (1 | ¢17>‘1P)Np (1o | @22 2P) Wy (P |a,B)
= NNWP (“1’“2713 l ¢1,/\1,¢2,)\2,G,B)

where W, (P | a,B) stands for the Wishart p.d.f. of dimension p with parameters ¢ and B
(2a > p—1 and B is a p X p symmetric, non-singular matrix) :

-p(p—-1)/4 1B|®
W, (P | ,B) = =5 BI'_\pje—¢+D/2 exp (—tr (BP)}.  (E.5)

P T[@a+1-k)]

This distribution is the multivariate generalization of the gamma distribution (Bernardo
and Smith, 1994, pp.138-139). If p = 1, so that B is a scalar, then W, (P | a,B) reduces to
the gamma density.

The joint distribution (E.4) is sufficiently rich to enable a wide variety of prior opinions
to be represented. Selecting particular values for the hyperparameters (1,M1,P9,72,a,B)
leads to a different joint prior distribution and allows to take into account the prior beliefs
about the studied phenomenon. The hyperparameter values may come from historical or
regional information, even from subjective knowledge. The precision of the prior knowledge
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about p,,1, and P can be adjusted respectively through the values of A1,A2 and a. In fact,
these hyperparameters can be interpreted as degrees of freedom, and small A;,A; and a will
represent less prior knowledge in a certain sense. When prior information is very limited,
it may be desirable to let the prior knowledge for the unknown parameters be extremely
vague. The joint prior distribution can be turned to a particular form of noninformative
density by letting p (11,445,P) IP]””/2 ,i.e. Ay — 0 and a — 0 in (E.4). This improper
p.d.f., i.e. specified only up to an undefined multiplicative constant, corresponds to the joint
prior distribution considered by Booth and Smith (1982) for model (E.1).

Finally, assuming prior independence between 7 and the other parameters (f,,u5,P),
and that p (7) is any discrete distribution on the set {1,2,...,n — 1}, leads from (E.4) to

p (.LL]_)/LZaP:T) = NNWP (lu’l:u‘Q:P I ¢1,/\1,¢2,/\2,G,B)p (T) (EG}

This last assumption signifies that the date of change in the mean-vector is independent of
the means before and after the shift. This hypothesis seems reasonable, and proves to be
convenient for computations.

Inference about the unknown change-point

Since our main interest in this paper is the unknown change-point, we focus on the
determination of the marginal posterior distribution of 7 given the observations D, p (7 |D).
The reader who is interested in a complete analysis can find in Appendix A expressions for
the marginal posterior p.d.f.’s of p,1, and P. All results parallels the ones obtained in the
univariate case (Perreault et al., 1999).

By Bayes'’s theorem (Berger, 1985), the joint posterior density p (11,9, P | 7,D) for fixed
T is proportional to the product of the likelihood function (E.3) with the joint prior density
(E.4):

p(“’h/“QaP I T>D) & p(D ‘ u17“2’71P)NNWp (“17/"'2,13 | ¢1,)\1,¢2,/\2,G,B) (E7)

The normalizing constant is the p.d.f. of the data D only conditioned upon the change-
point 7, p(D|r). After some algebraic manipulations (essentially completing squares as
in the standard normal case, e.g. see Gelman et al. (1995, p.80-81)), the factors involving
11,145 and P in this last expression are clearly recognizable, up to the normalizing constant
p(D|7), as belonging to a normal-Wishart distribution with updated parameters

A’l - )\1+7.’ )\’2=A2-}-n-—7’
/ - r_ n—T n—T
¢1 _ (1“72) ¢1+A_le"" ¢’2:<1"‘ )\:,2 >¢2+ )\,2 Xn—73
T - —
o = o (i) sa
1
n—7\,_ = t
#0=) [Sumr b (12257 ) Game = 0 (s = 00| 4B
2

d = a+n/2.
where, to simplify notation, dependence upon 7 and D was omitted by writing for example
A instead of A (D,7). Therefore,
p (I‘l'l 7/1‘2>P ] T’D) = NNWP (“1)“’251) ’ ¢;.7)‘;,)¢I2;/\127QI)BI) (ES)
The joint posterior distribution is also a normal-Wishart density because of the conjugate

properties. The updated parameters of this posterior distribution combine the prior know-
ledge and the information convened by the data. For example, the posterior expected value
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of N1,‘¢’1, is.a weighted average of the prior mean ¢; and the sample mean before the change
Xr, with weights determined by the relative precision of the two types of information.

Now, according to the Bayes theorem, the marginal posterior distribution for the change-
point writes

p(r|D)= n_pl(DlT)p(T) (E.9)

> p(Dir)p(r)

where p(D|r) is the normalizing constant which makes the Bayes theorem denominator
omitted in expression (E.7). Evaluation of this denominator usually involves numerical inte-
gration, but since conjugate priors where used it can be easily determined by dividing (E.7)
by (E.8), and cancelling factors involving pt1,4, and P:

ez (NP G T3 +1-R)] | B
PRI =) 632) g{ré(zaﬂ—k)]}mqa" (£10)

Therefore, from (E.9) and (E.10) the marginal posterior density of the change-point 7 =
1,2,...,n — 1 is seen to be proportional to

p(r|D) s p(r) (Nx) B (B.11)

This distribution is discrete and gives, for each time point, the posterior probability of
shift occurrence in the mean-vector, assuming a change occurred with certainty. The whole
posterior distribution for the global change-point is therefore available to evaluate point
estimates for 7 (e.g. posterior mean, median or mode) and any quantity that can characterize
the uncertainty about the global change-point (e.g. posterior variance, credible intervals,
quantiles, etc.). Observe that no asymptotic assumption was used in the evaluation of the
posterior distribution p (7 | D) and those given in Appendix A. Therefore, the approach is
valid for limited sample sizes, which is often the case in hydrology.

E.3 Detection of a change-point

Up to this point, a change in the mean vector has been assumed with certainty. Therefore,
the no change hypothesis has no status in that formulation and the posterior distributions
derived in the previous section and those in Appendix A can not be used to infer about
the existence of a shift. Let us now consider the problem involving the verification of the
existence of a change, which is essentially a problem of testing the statistical hypotheses
« change » against « no change ». This is equivalent to compare the alternatives models:

X ~mNp (5 | g, P), i=1.n

X~ Ny (%5 | 11, P), =17
Change, model Hj : { X: ~ /Vi (x: | o, P), i=7+1,...n

No change, model Hy:

for data D. The main tool to perform such an analysis is the Bayes factor By defined as
the ratio of posterior to prior odds on H; against Ho,
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(E.12)

B1o (D) p(H) ID)/p(Hx) _p(D|H

)
p(HoID) / p(Ho) p(D|Ho)
fp(D ! “’1,“2’7‘:1))10 (/‘Lluu'QaP)p (T)

Jp(D | py,P)p(11,P)

The p.d.f’s p(D |Hy), k = 0,1, appearing in (E.12) are obtained by integrating all parame-
ters out. Density p (D |H} ) is often called the marginal distribution of D given model Hy,
but in the Bayesian paradigm a more informative name is the prior predictive distribution.
That is, this p.d.f. is the probability of seeing the data that were actually observed assuming
model Hy, calculated before any data became available. This predictive density, implied by
the likelihood and the prior distribution, provides a basis for assessing the compatibility of
the data with our prior state of belief, i.e. model H}. Therefore, the Bayes factor can be
interpreted as a measure of whether the data D have increased or decreased the odds on
the change situation relative to no change. The Bayes factor is similar enough to a likeli-
hood ratio statistic used in the classical framework, but the parameters are eliminated by
integration rather than by maximization.

If we assume conjugate prior distributions for the parameters (u,,P) of model Hy, i.e. a
normal-Wishart NWp, (11,P | ¢1,A1,6,B), it is shown in Appendix B that the Bayes factor
for the assessment of change against no change is given by :

)\1+n)>\2 p/2 IBll a+n/2
B (D) = ZP ((/\1+T)(/\2+n—*7)> (IB(’)I> - B

where By, the updated parameter B under model Hy, reads

By =1 {sn + (1 _ ﬁ) (% — ) (R — ¢1)t] +B.

The decision rule which defines the Bayes test to choose among the two alternatives is to
prefer the change situation to the no change hypothesis if and only if

o p (Ho)

B (D) > l 1P(H)

(E.14)

where li; is the loss resulting in choosing H) when the true situation is in fact H;, and
no losses for correct conclusions are assumed (lgx = lj; = 0). The critical value of the
Bayes test takes into account the prior probabilities of each alternatives, and the relative
seriousness of the two possible ways of selecting the wrong hypothesis. If one wishes not to
favor any of the two hypotheses in the prior state of belief, and if the losses in choosing the
wrong situation are considered to be equivalent, the change situation is to be selected when
Big (D) > 1.

It is important to recall that the use of Bayes factor (E.13) needs informative proper
prior distributions. In fact, noninformative p.d.f.’s depend on unspecified constants, and
since the alternatives models do not have the same number of parameters (one mean-vector
for model Hy versus two different mean-vectors under Hy), all constants are not eliminated
when evaluating (E.13) in the case of such improper priors. For example, if we consider

Booth and Smith’s noninformative priors, i.e. p (tt1,14,P) o |P|77 /2 or equivalently
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Model Ho: p(p|P) =c; [P|M?
p(P) = clP[~(P+1)/2
Model Hy: p(p, |P) =c; [P|*/?
p(k:|P) = c2 [P|'/?
p(P) = C’PI—(p+1)/2

the Bayes factor for change against no change becomes (Booth and Smith, 1982)

n-l p/2 S, n/2
B =230 (2 (i) (515

T=1

and depends upon the unspecified constant cp. Arbitrariness necessarily enters into such
a Bayes factor. In Perreault et al. (1999), where a similar Bayes test was considered for
the univariate change-point problem, diffuse but proper priors were used to illustrate their
approach. While, in their particular application, subsequent analyses with more informative
prior distributions did not contradict their conclusions, the authors want to warn the reader
against the use of noninformative or extremely vague priors in evaluating Bayes factors.
This problem can be overcome by using default Bayes factors, such as the « Intrinsic Bayes
factor » (Berger and Pericchi, 1996) and the « Fractional Bayes factor » (O’Hagan, 1995).
In this paper, we do not address Bayes tests with noninformative priors since we assume
that some prior hydrologic expertise is available about the mean-vectors and the precision
matrix, however vague it may be. More details about Bayes tests can be found in Berger
(1985), Bernardo and Smith (1994) and Kass and Raftery (1995).

E.4 Application

A number of rivers in the Northern Québec Labrador region, north of the 50th parallel,
show a marked decrease in average streamflow since the early eighties, which is mostly
manifest in spring (January to June runoff ), while the annual series of the average streamflow
from July to December looks stationary for the whole period. Figure 1 shows the spring
average streamflow series expressed in liter /(km? x s) for six rivers situated in this region.
A brief description of each river is given in Table 1. Figure 2 shows their location.
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Figure 1. Annual average runoff from January to June for the six rivers.
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Table 1. Description of each river

Site River Basin area Period Average runoff  Average runoff

(km?) (m¥/s)  (1/(km? xs))
A Romaine 13 000 1957-1995 364 28.2
B A la Baleine 29 800 1963-1995 641 21.5
C  Churchill Falls 69 344 1957-1995 1668 24.1
D  Manicouagan 45 480 1957-1995 1252 27.6
E  Outardes 18 798 1957-1995 482 25.8
F  Sainte-Marguerite 4737 1957-1995 137 29.6

Ala Baleine Labrador

Sea

Figure 2. Location of the six rivers.

While it seems possible that an abrupt change in the mean level may have occurred in
the mid-eighties for each sequence, we can not evaluate the uncertainty of such a visual
estimate. Moreover, as mentioned in Section 1, application of six independent univariate
analyses do not furnish any global estimate, neither any measure of uncertainty about a
regional change-point. Finally, since significant spatial correlations between these series can
be anticipated, a multivariate change-point analysis is certainly more suitable for such a
problem then independent univariate analyses.

A first step in that direction is to consider model (E.1), i.e. a simultaneous single change
in the means occurring at an unknown time point in a sequence of independent normal
random vectors. The normality assumption is appropriate for the average streamflow as well
as for a large range of other hydrological series. Since the data in Figure 1 are obtained from
at least a daily summation over time, the central limit theorem can be invoked. From the
hydrological point of view however, the independence assumption between successive values
may be more questionable. It is made here for convenience as a first methodological step,
and can be relaxed eventually by considering, for example, a shift in the mean-vector of a
multivariate autoregressive model. But still, for the rivers considered herein, no information
(e.g. ground water storage and input, control structures) indicates possible interannual
correlations.

In what follows, the multivariate change-point analysis is applied to the six series for
the common period 1963-1993. The remaining available six observations for five of the six
rivers (1957-1962) are considered as a prior sample and used to elicit the hyperparameters.
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E.4.1 Specifying prior distributions

Prior knowledge about the parameters of model (E.1) must be elicited from expert
opinion and/or from external information about the studied phenomena in order to specify
the prior distributions. Obtaining the necessary information can be difficult, but it is worth
it since it allows for taking full advantage of the Bayesian framework, i.e. including all
types of knowledge in the analysis in a formal way. In what follows, we briefly describe how
prior distributions were specified for our particular problem. As mentioned in Section 4, we
considered informative prior distributions for u,,p, and P.

Experts did not agree about the possibility that a climatic change took place in the last
four decades, and had an impact on water resources in Northern Québec. Therefore, prior
probabilities for each hypothesis (« change » and « no change ») were given equal weight,
ie. p(Hy) = p(Hg) = 1/2. Moreover, the ones who suspected the existence of a sudden
change in those series were not willing to specify their degree of belief about the year at
which it occurred without referring to the data itself. This information was therefore biased.
In fact, the use of any of these data in the prior formulation is not formally acceptable in a
Bayesian analysis (Berger, 1985). Then, we could not reasonably favor any year of change,
and 7 was assumed to be distributed as an uniform discrete distribution for model Hj.
Note that with this density, the prior expected change-point and standard deviation were
respectively 1978 and 9.2 years (the mean and standard deviation of a discrete uniform
probability distribution on the interval [1963,1995]).

For the other parameters, the prior degrees of belief were assumed to be represented by
normal-Wishart type of distributions (equations (E.4) and (B.3)). The complete specifica-
tion of prior knowledge about these quantities required the choice of hyperparameters in
these expressions, i.e. (¢;,\1,$9,A2,a,B). They were elicited by using the six prior observa-
tions (1957-1962). The mean-vector and the corresponding covariance matrix for the prior
data set are

26.9 12.40 na 13.59 16.11 19.40 10.76
na na na na na na
- | 233 4 S2— 18.74 20.06 23.31 15.56
Y=1 274 an v = 27.00 30.83 17.82
25.4 38.42 17.67
24.0 17.42

showing missing prior information since data for river B was not available for this period (see
Table 1). The missing mean and variance were estimated by averaging the corresponding
available values. This led us to a mean and a variance for river B respectively given by 25.4
l / (km2 X s) and 22.75. The remaining missing prior information, i.e. the covariances, were
set to zero because such statistical characteristics are very difficult to spesify. The resulting
« reconstituted » prior mean-vector and covariance matrix are denoted ¥ and Sf,

The prior information about (g;,40,P) consisted therefore of a sample of streamflow
data from 1957 to 1962, which a portion had been estimated. It was felt these data behaved
like the runoffs before the change in the mean-vector had occurred. Since we have a priori
E{p,} = ¢, and that § is a natural estimate for this expected value, we took ¢; = .
In a similar way, since E {P} = aB~! (Bernardo and Smith, 1994), we assigned B = aS?.
As mentioned in Section 3, the hyperparameters A; and a can be interpreted as degrees
of freedom. Because an almost complete prior sample of six observations was available, we
considered \; = a = 6. That is, we thought that our prior information about g, and P
was equivalent as if we had 6 years of complete measured historical data. Finally, prior
information about the mean-vector after the possible change was felt to be quite vague.
Moreover, we were not very confident about the information convened by the prior sample
about the mean-vector after the change. Thus, the prior degree of freedom corresponding
to u, was taken to be Ay = 1, and the prior eipected value after the shift was taken to be

the same as that before the change, i.e. ¢, =Y.
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E.4.2 Results and discussion

Figure 3 displays the marginal posterior p.d.f. of the global change-point 7 obtained
with the hyperparameters specified in the previous section. The corresponding prior density
(the continuous line) is also plotted. We first observe how the data modified or updated
prior information by comparing visually the prior and the posterior densities. Such a graph
is especially a useful tool to interpret the uncertainty about the change-point. Table 2
summarizes estimated posterior quantities (mode, median, mean, standard deviation and
90% credible interval). The mean and the standard deviation can be compared to their
corresponding prior values, respectively 1978 and 9.2 (Section 5.1).

[:2:]

obl—u L L.
65 70 75 80 85 ] a5
Yeoar

Fig. 3. Marginal posterior probability density function for the change-point, p (7 |D).

Table 2. Posterior characteristics for p (7 |D)
Mode Median Mean St.dev. 90% Cred. Int.
1984  1983.5 1983.9 2.33 11982,1985]

This analysis indicates, under the hypothesis of a change in the mean-vector of streamflows,
that a regional change-point occurred around 1984 with approximately a 2.5-year standard
deviation. The corresponding Bayes factor for the assessment of overall change against no
change, Big = 184.12, indicates that the data have considerably increased the odds on the
change hypothesis relative to the no change situation. If for example losses in choosing the
wrong model were considered to be equivalent, this result would lead us to a very significant
Bayesian decision in favor of an abrupt shift in the mean vector of the runoffs. It can therefore
be interesting to go further in the analysis by evaluating posterior estimates for the other
parameters, namely the mean-vectors before and after the change. Using expressions given
in Appendix A, posterior mean and standard deviation for ¢, and p, were computed. These
are given in Table 3.

Table 3. Prior expected values and posterior quantities for p; and p,
Rivers

A B C D E ¥
Iy Prior exp. val. ¢; 269 25.4 23.3 27.4 25.4 24.0
Posterior mean  29.9 23.5 25.6 28.6 26.7 29.1
Posterior stand. dev.  (0.92) (0.90) (0.85) (1.02) (1.10) (1.18)

o Prior exp. val. ¢ 26.9 25.4 23.3 27.4 . 24,
Posterior mean  23.3 19.1 20.2 25.0 23.5 27.2
Posterior stand. dev. (1.50) (1.42) (1.34) (1.56) (1.67) (1.72)

Our approach assumes constant precision matrix, or equivalently constant correlation
matrix, on both sides of 7. The correlations are given in Table 4 separately for the period
before and after the estimated change-point 1984.
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Table 4. Between sites correlations.

1963-1983 1934-1995

A B C D B F A B C D E E
A 1 052 061 047 050 050 1 012 043 039 026 0.63
B 1 0.80 0.35 031 044 1 083 064 036 030
C 1 0.55 0.48 0.58 1 0.77 055 0.57
D 1 0.92 0.76 1 0.68 0.75
E 1 0.77 1 0.67
¥ 1 1

Even if the two correlation matrix seem globally similar, one could still questioned this
hypothesis. Such an uncertainty could be taken into account by considering a model which
makes the precision matrix change simultaneously with the mean-vector, as it was done
by Perreault et al. (2000b) for an univariate change in both the mean and the variance.
However, since the sampling error on estimated correlation coefficients is generally high
for such a limited sample size, the assumption of equal precision matrix was considered
acceptable to us for this particular case study.

Finally, one could doubt about the accuracy of the prior sample to well represent our
prior state of belief. Thus, an important issue is the sensitivity of these results to the
choices of hyperparameter values. We thought it would be interesting to evaluate sensitivity
of the above analysis when confidence on the information convened by the prior observations
decreases. All posterior densities, and the Bayes factor Byg, were therefore recomputed with
A1 = {6,...,1} and a = {6,...,3}, that is for increasing uncertainty about the elicited expected
values of p; and P (by definition of a Wishart distribution, 2a > p — 1 <= a > 2.5). This
sensitivity analysis showed that the posterior distributions and especially posterior estimates
are quite stable. As an example, p (7 |D), A1 = 1,...,6, are plotted in Figure 4 for a = 6 (very
confident about the elicited parameters for p (P) from the prior sample), and in Figure 5
for a = 3 (less confident). Apart for a slight increase in the variability when the degree
of freedom )\; increases, the posterior densities are similar and posterior quantities do not
differ significantly.
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Figure 4. Sensitivity analysis: marginal posterior densities p(7 |D) for a = 6 and A; = 1,...,6.
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Figure 5. Sensitivity analysis: marginal posterior densities p (7 |D) for a = 3 and A\; = 1,...,6.

As it could be anticipated (Kass and Raftery, 1995), in contrast with Bayesian point
estimate such as the posterior mode, mean and median, the Bayes factor Byg does tend
to be sensitive to the choices of priors on the model parameters. Figure 6 presents the
computed Bayes factors for all situations considered.

15 2 25 3 35 4 45 5 55
lamt

Figure 6. Sensitivity analysis: Bayes factors Byg computed for a = 3,...,6 and A; = 1,...,6.

It is seen that when the degrees of freedom involved in the prior distribution of p,
increases, i.e. when we are more confident about the elicited expected value for p,, strength
in favor of the change hypothesis declines. On the other hand, the Bayes factor increases
when o gets larger. The minimum value obtained over all priors considered is Big = 111.54,
and still show considerable evidence of an abrupt change in the mean-vector for these six
rivers situated in the Northern Québec Labrador region.

E.5 Conclusion

As mentioned in Section 1, the current literature deals with detection of change-points
only in the context of the observation of a single sequence. Few have addressed change-point
analysis for more than one sequence even though this problem is of considerable practical
importance in hydrology and climatology (regional analysis, multi-reservoirs management,
global warming, analysis with several climate change indices, etc.}. This paper has provi-
ded a Bayesian approach based on the multivariate normal model, (1) for the estimation of
a regional unknown date of change in the means of several hydrological sequences, which
take into account correlations between sites, and (2) for the overall assessment of change
versus no change. The paper has also provided expressions to characterize the shift, namely
Bayesian estimates for the mean-vector before and after the change. It was showed that by
using conjugate prior distributions, all expressions are in closed form, and inference can be
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made straightforwardly. The Bayesian method presented in this paper, can be viewed as
an extension of the multivariate normal model, and practitioners can perform such change-
point analysis routinely using standard statistical toolboxes. Note that even if nonconjugate
priors were used, this procedure could still be performed without major technical difficulties.
Indeed, no explicit solutions would be available, but this problem could be efficiently sol-
ved by using Markov Chain Monte-Carlo simulation schemes which are easy to implement
(see Gelfand and Smith (1990), Robert and Casella (1999) and Kuzera and Parent (1998)
for general discussions and applications, and Perreault et al. (2000a,b) for applications to
change-point analysis in hydrology).

This multi-site Bayesian approach was illustrated by its application on a set of spring
average streamflow for six rivers situated in the Northern Québec Labrador region. A sensi-
tivity analysis was performed to investigate how prior distributions have an impact on the
inference process. It was seen that while the estimation of the parameters are stable, the
Bayes factor tends to be sensitive to the choice of priors on the model parameters. However,
the minimum Bayes factor obtained for this case study still showed strong evidence in favor
of an overall decrease in average runoff in the early eighties.

Sustained work to improve the approach in several directions is needed. One important
issue is to take into account the fact that the position of the change-point in hydrological
time series may vary from sequence to sequence according to a structural relationship. In
fact, nothing guaranty that climate change has exactly the same effect on each sequence,
and a delay in the occurrence of a shift may exists from site to site. Constructing such a
model with spatially correlated data is not obvious, but is certainly more realistic than the
strict assumption of a common change-point. The authors are now working in that direction,
and will eventually report on this problem.
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Appendix

A. Inference about 1y ue @Nd P

Given 7 and D, it is straightforward to show that p, and p, are conditionally distribu-
ted as p-variate Student ¢-distributions, and P as a Wishart distribution. Integrating the
appropriate parameters out of expression (E.8), leads directly to these conditional posterior
distributions. More precisely, we have

p(py | 7.D) = Stp (py, Imp,Ap,c) k=12
p(P|7.D)= W,,p(P |a/,B) (A3A1)

where my, = ¢}, A = (20’ —p+ 1) A, (2B)) ' ,c=2da' —p+1, and

St, (x|m,Ac) « |A|Y? [1 + % (x —m)* A (x — m)} ,

(¢1,71,92,A3,a’,B’) being the updated hyperparameters given in Section 2. To draw conclu-
sions regarding these parameters, their unconditional marginal posterior distributions must
be evaluated. Since p(uy, | 7,D) = p(uy,7 | D) /p(7 | D), this is done by averaging the
corref,pon?ing conditional posterior distribution with respect to the posterior mass function
of 7 (E.11):
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p(py, | D) = Zpuk!TD (r|D), k=12 (A3A.2)

which are finite mixtures of p-variate Student ¢-distributions. Note that the moments of these
posterior distributions are easily derived from the moments of the conditional distributions.
For instance,

E{p; | D}

i E{p; | 7D}p(r | D) (A3A.3)

n—1
= > p(r|D)¢;
T=1

and this expression can be used as an estimate for the mean-vector before and after the
change. In the same way, the unconditional posterior p.d.f. of the precision matrix can be
written as

p(P|D)= Zp (P |7,.D)p(r| D) (A3A.4)

which is a finite mixture of Wishart distributions. Since for a Wishart distribution W, (P | a,B)

E{p') = <a-%>*ls,

then an estimate for the covariances matrix X, which take into account the shift in the
mean-vector, is given by

—1n-1
E{Z|D}= (a'-— ?—“2“—1) ;p(f |D)B. (A3A.5)

If a change in the mean level is suspected, this estimator will be a more efficient than the
usual sample covariance matrix. For example, it could improve the results of a principal
component analysis.

B. Bayes factor for change against no change

To perform the Bayes test, the densities p(D |H;) and p(D|Hp) in (E.12) have to
be evaluated. Assuming the normal Wishart prior distribution (E.4), the first one can be
deduced from (E.10):

p(D|H;) = Y p(D,|Hi) (A3B.1)

n—1
= S pDIrH)p()

T=1

_np “ P { (2a +1-— } , —p/2 ear i~
= (2m)72 (M) |B GO B|
(2m)7F (e |g{ T @eris Z 2)
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The likelihood function resulting from a sample of size n, D = (x1,X2,...,X»), generated
by model Hp in Section 4 can be written as

p(D|u,P) = ﬁNp (xi | 11, P) (A3B.2)
i=1
= (2n) PP exp {——gtr [P (Sn + Xn — 1) (Kn — ul)t)]}

Let us consider a normal-Wishart as the joint prior distribution

p(u'bP) = Np (N’l ‘ ¢0,)\0P) Wp (P I a'07BO) (A3B3)
NNWP (/‘l’lyp I ¢0,)\0,00,B0)
By Bayes’s theorem, combining the likelihood function (A3B.2) with (A3B.3) results in

the joint posterior density of (,,P), which is also a normal-Wishart distribution but with
updated hyperparameters:

!

0 = )\0+n
n n
( /\6> °T N

By = 3 [sn + (1 - X“,-) (%n — o) (Fn — ¢0)t] +Bo

0

-
=
i

<
i

apg+n/2.

)
<
i

The density p (D |Hp) is the normalizing constant of the Bayes theorem. It can therefore
be expressed as

P(D|H0) — p(Dlﬂ‘lﬁP)p(F"hP) (A3B4)

B p(,ul,P ’D)
p(D I iu‘laP)NNWP (“I’P l ¢O,)‘0,a05B0)
NNWy (11,P | 5,29,00,B4)

Cancelling factors involving g, and P, we obtain:

o (20 (T3 Cab+1- 0] ) [Bol®
p(D|Hy) = (2m) (X;) ,ﬂ{r[§<2ag+1—k>1};]3we' (A3B.5)

Finally, dividing (A3B.1) by (A3B.5) and taking ¢y = ¢;,A0 = A1,a0 = a,Bp = B leads
to (E.13). ;
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